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Foreword
［序言J

《高等数学》是高等院校的数学基础课。相对于初等数学，大学数学课程更抽象，对逻 

辑要求更高，且教学进度快，学习周期长，导致学生在学习的过程中时常感到力不从心，缺 

乏解题思路，从而产生畏难情绪。

为了更好地指导学生学习高等数学，帮助学生有效复习备考，作者根据高等数学课程要 

求和多年来的教学经验，精心编写了这本习题集。

本书具有以下特点：

一、与教材同步

本书与《高等数学》同济版、《高等数学讲义》（宋浩主编）保持同步，分7章，分别为: 

函数与极限、导数与微分、微分中值定理与导数的应用、不定积分、定积分、定积分的应 

用、微分方程。

二、习题精选精解

1 .知识要点：本书包含750道习题及其解答。每一节的题目按照知识点分类，先对每一 

个知识点所涉及的基本概念、基本定理和基本公式做一个简单梳理，便于学生明确解题思 

路，有的放矢。

2 .题目按难度分类：书中习题按照难度做了分类：基础题可以作为同步练习和章节复 

习，学生通过做题复习和巩固基本知识；中等题可以作为章节练习也可以作为期末备考的 

复习题，进一步巩固基本知识，提高解题能力；综合题，难度有所增加，可以作为期末备 

考的复习题，也可以作为考研学子第一轮复习的基础练习题。

三、题目与答案分开排版

本书分两部分，第一部分是精选习题，第二部分是答案和详细的习题解答过程。建议读 

者在使用本书时，先自己做习题，再查看答案和书中给出的详解，这样更容易了解自己对知 

识点的掌握，从而找出自己的薄弱环节，更加深刻地理解基本概念，掌握基本理论，熟悉常 

用的解题方法和技巧，并避免一些常见的错误。

本书适合于：

1 .大一同学，学习《高等数学》和《微积分》的同步参考，期末考试复习；

2 .专升本同学，复习《高等数学》的练习册；
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3•考研数学（数学一、数学二、数学三）的第一轮教材梳理；

4•考研数学（396经济类联考）复习。

本书由宋浩老师主编，参加编写的有姜庆华、周玉珠、刘建、李秀红、丁伟华、时玉 

敏、孙培培老师。全书由宋浩老师负责统稿定稿。

尽管团队精心打磨，反复修改，不足之处也在所难免，欢迎广大读者批评指正。

编者

二。二三年十月
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第1章

函数与极限

第一节函数

一、函数的概念

定义：设0是非空实数集，对于任一χeD,在对应规则/下，有唯一确定 

的实数y与之对应，则因变量y是自变量χ的函数，记作》 = /(».

函数的运算：四则运算、复合运算、反函数.

基本初等函数：常量函数、幕函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三 

角函数.

初等函数：由基本初等函数经过有限次四则运算或复合运算，用一个式子表 

示的函数.

分段函数：在χ的不同取值范围内，/用不同式子表示的一个函数.

11 冒i1ii⅞a 已知 f(x) = arccos(2x + l) + log2(3x + 2),求定义域 Df.

∣2⅛⅛ι≡ 已知 〃x)=含，W(-2),∕[∕ωi∙

[3圜幅 已知了(? = ； +2/+1,封(Χ),/(/+1).

| 4 ∣⅛!H!∣⅜J 已知 ∕(x) = arcsing ,求定义域D/及 ∕(-4),∕偿^，/偌：)

| 5 B⅜T⅛J函数/(力=Sh2(； 2]的值域是( I

(A) [-1, 1] (B) [0, 1] © 卜拳用 ①)卜g'；]

| 6 ∣⅝⅜*⅞⅝a 设 /(%) = arccos 2%, g(%) = arctan %, A(%) = arccot ],

求∕[*)∙g(T)"(2)的值∙
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"| 7 M⅜!l!}⅜i∣ 已知∕(x + X) = *y,求∕(x)∙

,[^M 已知∕(x) = J 兀 3，求/[{l'dj)'∕(2).

::∣9∣⅞iM 已知 ∕(x) = tan2x,∕[g(x)] = x2-l,且 ∣ g(x) ∣W / ,求 g(x)及 g(x)的 

::定义域.

：：：；：； ∣10EM1⅜I 已知限) = max{x,x2j},求定义域4 及力(-2),9(-1),以0).

- ∣ιι∣ii^ 已知f(χ)={ ' , g(x) = 2x-l,求∕[g(χ)],gLΛχ)]∙

卜2j⅞j⅛ 已知f(x)=A % *(v g(x)= F；求∕[g(x)], g[∕(x)L

|13庭踪1 已知∕(x) = { 2 , g(x) = { ,
[X +1, %》O [cosx, %3π

求 ∕(x)+g(x), ∕(x)g(x)∙

∣14慎独 已知函数/(x)=J /"" ,求反函数.

~ l + √l + x

二、函数的性质

；二， 有界性：存在正常数M,对任意XW。，都有∣/(x)∣WM,则f(x)在0上有

。0。"，"界；否则无界，即对任意给定的正数"，存在与eQ,使得∣/(xo)∣>M∙

；:; 单调性：对于0上的任意两点占和%,当石<当时，/(^1)</(¾)-则f(X)

::::::在。上单增；当石</时，/(x,)>/(¾),则/(x)在0上单减.

二；； 奇偶性：0关于原点对称，对于任意"eD,有f(T) = -/(x),则『")为奇

：：：：：：函数;若/(f) = /(x),则/Q)为偶函数，

二 周期性：存在正常数T,对于任意xe0,有rα + 7) = /(x)∙

：：：：：：η5凰融下列函数中，是偶函数的是().

...... (A) ∕(χ) = (χ2 + l)sin3 X (B) g(x) = l∏(x + & +。2)
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2~χ _2x « • « •
(C) Λ(x) = —―— (D) φ(x) = / secx + csc2 x

∣16⅛I^!⅛!设/(x)为奇函数，gα)为偶函数，则下列函数中，是奇函数的是( )：：：：

(A)∕[∕(x)] (B)∕[g")] (Qg[∕(x)] (D)g[g(x)] “工

卜7⅛⅜昆!⅛j ¾/(x) = x3+2x + 3 ,判断/(*)在定义域内的单调性.

∣18⅛¾W)⅜⅜函数/0)=」^分别在xe(2,3)与χe(3,+06)内是否有界？

∣19p⅜避⅜a 求函数∕(x) = 2 + cos2(2x-1)的周期.

∣20⅛⅛!⅛j设因表示不超过x的最大整数，则/(x) = x-印是().

(A)无界函数 (B)周期为1的周期函数

(C)单调函数 (D)偶函数

卡二节数列的极限

一、数列极限的定义 n

定义1：对于数列{X"},当"7 8时，X"无限接近常数。，则艇xjl=a. ： ： ： O
定义2：数列&”},a为常数，对于任意给定的e>0,存在l⅛fcN,使得：：：：

当*>N时，恒有1x"-a∣<e ,则 limx"=a. ::::
___ -_ π→∞ ....

定义1是描述性定义，用于观察极限；定义2又称"e-N"定义,’：：：： 

侧重于证明极限及才目关性质. ：：:：

l⅞⅞⅛i设芍 =一工，观察期的极限值，并证明之. ：:：：

历酬!⅛i讨论极限呼尤，

∣23∣⅛j∣!!∣^ 讨论极限 litn nx.

二、数列极限的性质 ：：：：

唯一性：若呼lx” =α,则α是唯一的. ：：：：
有界性：若通%=" ,则(%}有界. ：：：：
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保号性：若眶J⅛=a, α>O(a<O),则存在正整数N,当">N时，有 

玉>° α,<o)∙
xb≥0(xb≤0)

若limx11=a,从某一项起，有，或 ，则a》0(a<0).

%>0(xl,<0)
数列收敛的充要条件：limxπ = α o limx2π = limΛ2π+l = a .

区回融 判断下列极限是否存在？若存在，求出极限值.

| 1 1 J_
~2,2,^4,4 ^6,8 ^8,16,'"

∣25⅛⅛已知χ.=∙S，"为偶数，求lim斗.

.1,"为奇数 …

R6p⅜jφl已知吧% =7,吧% =1,求知%,%%，%，…，%,%,・••瀛限( ).

(A)T e 向；。 (C)0 (D)不存在

∣27E^ 下列4个命题中正确的是().

①若limxj,=α,则lim∣x, ∣=∣α∣.②若lim∣% ∣=∣α∣,则lim%=α. 
λ→∞ n→α> n→α> n→<x> "

③若limjς=a,贝!llimgj+ι =a.④若limΛ:〃 =a,则lim2∙ = L

(A)①(D (B)①® (C)①®④ (D)③@

12画嚣⅛证明数列｛(1 + 3)sin拳｝的极限不存在.

\第三节函数的极限

一、函数极限的定义

对于函数> = /(x),有如下定义.

定义1：当xT∙8时，/(*)无限接近于常数4,贝I］吗f(χ) = {,否则 

艇/(x)不存在或发散.
a°θ定义2：对于任意皖的e>0,存在X>0,当∣x∣>X时，恒有∣/(x)-川<6, 

则 lim∕(x) = Z.
"竟义3：当x→ 与时，/(x)无限接近于常数A ,则乎/(x) = / ,否则配/(x) 

不存在或发散.
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定义4：对于任意给定的£>0,存在6>0,当O<∣x-X(j∣<6时，恒有∣/(x)- ：：：：：：：：：：

A∖<ε ,则lim/(x) = / ,否则lim/(x)不存在或发散 ：：：「r：…
XT 与 x→x0

A定义1和定义3是描述性的，定义2和定义4分别称"£-X"定义：：：：：：：：：：

和"£-5"定义.定义3与定义4中，〃>)在点与的去心邻域内有定义，与

/(%)无关，

左极限：吧 J(x) = ∕(λ¾-0) = 4 ；

右极限：挚 f(x) = ∕(%+O) = ∕.

充耍

lim∕(x) = ^ o lim ∕(x)= lim f(x) = A.
x→⅞ x→⅞~ X→Λ⅛+

充要

'〃工)=4 <~> lim ∕(x)= lim f(x) = A. X→°O ' ‘ x→+oo

|29jW^!利用函数极限的定义，证明Um上生=-2.
T 2x-l

∣30⅛⅛⅜⅛考察初函数⅛x. F,x→+oo的变4E^,狰J断理f(χ)是≡存½- 

(1) “X)= e2l^1; (2) ∕(x) = arccot(l-x).

历履前考察函数/(x)=[α+i)sinX' 在分段点处的极限是否存在.若

l-cosx, %》0
存在，求极限值. i

fln(l-x), %<1
∣32g¾a⅜a 已知/(%)={ ] % > 1,求理/(%),理/(%),艇/(%),陋/(%).

[33愕⅞⅜a已知函数y = /(x)的图像如下：

求 lim∕(%), lim ∕(x), lim ∕(x), lim ∕(x), lim ∕(x) t lim ∕(x) s lim『(*)・
X->-l %~>0 Λ→j 不 ~*2 XTf XT∙K>0 Λ-*°O

二、函数极限的性质

唯一性：若lim/α) = 2,则4必唯一•
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卜.
。g ® ©

® e 0 0 Q c

;；；、：

局部有界性：若艇/(x) = 4,则在与点的某去心邻域内，/(x)有界.

局部保号性：若呼/(x) = 4,且4>0(4<0),则在%点的某去心邻域内, 
有 ∕(x)>0(∕(x)<0)E

若物『(Χ)=/ ,在%的去心邻域内J或
7(x)≥0(∕w≤0)

，则心 0(4<0),
l∕(x)>0(∕(x)<0) 

∣→由此得不出4>0 (4v0).

为因定理：也称“海涅定理".里/(x) = 4的充要条件是对任意的区｝, 

limxπ =x0(xπ ≠x0),都有 lim∕Q") = 4,即 lim∕(x11) = lim∕(x) = 4.
n->oo nT8 ∏→∞ χf⅞

声海因定理的主要作用：一是将数列的极限归结为函数的极限；二是用 

于证明函数的极限不存在.

∣34⅛≡H⅜a已知lim以初=-1,则下列选项正确的是( 
x→l χ

(A)在x = l的任一去心邻域内，都有/(x)<0.

(B)在x = l的某个去心邻域内，有f(x)<0.

(C)在x=l的某个去心邻域内，有/(x)W0.

(D)在x=l的任一去心邻域内，/(x)有界.

∣35⅛⅜SW¾设lim ∕(x) = 4 lim g(x) = A下列选项正确的是(

(A)若 ∕(x) < g(x),则必有 ∕ W B.

(B)若/(x)<g(x),贝1必有4<反

(C)若4<3,则对于任意的x,都有f(x)<g(x).

(D)因为鼎/Q) = 4所以/(x)在点%必有定义•

∣36B⅜⅜⅞¾¾ 证明 lim xcosx不存在.

威墨制若勉/Q) = 4 ,证明函数/(x)局部有界.

、第四节无穷小与无穷大

一、无穷小与无穷大的定义

定义1：若好7 = 0,则当Xf不时，V为无穷小.
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即"以零为极限的变量为无穷小".

定义2：若gny = 8,则当x→%时，y为无穷大.

即"|y1无限大的变量为无穷大”.

Γ>a∏
上述定义中"XT%"可换成"XT 8或〃->00"，

无穷小与无穷大的关系：在自变量的同一变化过程中，若/(X)为无穷大，则 

士为无穷小；若/(x)为非零的无穷小，则工为无穷大.

f(x) /(*)

鹿^^^逐证明：当X->0时，y = 2xsin —是无穷小.

139感朝 函数y = xcosx在("∞,+∞)内是否无界？当x→+∞时，y是否是无 

穷大？

∣40凰$阿 函数/(χ)=《与g(x) = xarctanx在哪个变化过程中是无穷小？在哪个 

变化过程中是无穷大？

∣41 a⅞⅞⅜l对于函数/a) = -^与8α) = 111a + 1),下列结论错误的是( )•

(A)当X f 0时，/(x)与g(x)都是无穷小.

(B)当x→∙2时，f(x)是无穷大，g(X)局部有界.

(C)当xT∙-l+时，/(x)局部有界，g(x)是无穷大.

(D)当x →∙ +∞时，/(x)与g(x)都是无穷大.

|42觐朝设数列①｝,仇｝满足吧%% =0 ,则下列结论正确的是( )•

(A)若%发散，则%必收敛 i (B)若天无界，则"必有界

(C)若斗有界，则%必为无穷小 (D)若｝为无穷小，则"必为无穷小

二、无穷小与无穷大的性质

(1)有限个无穷小的代数和仍是无穷小.

(2)有限个无穷小的乘积仍是无穷小.

(3)有界变量与无穷小的乘积是无穷小.

(4)有限个无穷大的乘积仍是无穷大.
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(5)有界变量与无穷大的代数和是无穷大，

(6)非零常数(或极限存在且非零)与无穷大的乘积是无穷大,

(7)极限与无穷小的关系:

充要

lim ∕(x) = 4o ∕(x) = ∕+α(其中里］=0).

∣43BM回求下列极限.

arctan 12x +11 
~2x+l-

(1) limsinx∣ 2 +cos- |; (2)lim∙

|44圜鹤在下列给定的变化过程中，是无穷小的为(

(A)^^(x→ 俐 

(C)^(x→0+)

⑥/⅛G-2sinx)(x→oo)

(D)⅛⅛gO)

∣45E5^1设{/},{λ},{zJ均为非负数列，且吃马=0, limyn =1,吧z"=8,则

必有().

(A)对任意的"，都有七V"

(C)吧*"不存在

(B)对任意的"，都有" <分 

(D)陋州与不存在

+ 2x + =4 ,求吗/(%).

第五节极限的运算法则

、四则运算法则

法则：设粤/a) = 4黑g(%) = B, 45均为常数，则 

趣[/(%)±g(%)] = lim∕(x)±Jimg(χ) = A±B ;

⅛[∕(λ)∙g(x)] = lim/(#)∙ limg(x)≈A^Bi x^÷⅞ χ→⅞ jr→⅞
〃)lim∕α) a 

hm^p≈^——=-(5≠0). 
'XgG) limg") B ' '

「**^"%-%”可换为"彳->8"，及数列中的⅝→∞m.
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∣47⅛⅜⅛l 若呼 ∕(x) = oo,携 g(x) = oo ,则必有( )，

(A) l≡[∕ω ÷ g(x)] = 8 (B) lim[∕W - g(%)] = 0
(C) lim 叮(x) = 8 佑 ≠0为常数) (D) lim——?--------= 0

f⅛ z%∕(χ) + g(χ)

[48嘱所 求极限 吧（]一；）（2 + ；）（3 - ∙!

149置求极限lim............... 乩. 
吟 cos2x

∣5oa⅜n⅞⅜a求下列极限.

⑴ 叫(—τ —； ⑵ Hm(J> + 2占-^n-4n).
x→-∖x+l x +1J …

回^B⅞i求下列函数的极限. 

x2+x-6 x2+x
(1) hm^---------  ; (2) ħm-7=—. 

x→2 x2-x-2---7 4 + 1-1

求 lim 2, + %8s%
χ→w%3 -xsinx + 1

酶圜励求下列数列的极限.

⑴s⅛⅛+岛+…+^｝（2）!i⅛+H∙∙+讣其中m为常数）•

l⅞¾⅞⅛i求下列数列的极限.

(1)吧耳In卢^ ； (2)lim(71 + 2 + ∙∙∙ + (n+l)-√l + 2 + ∙∙∙+n). 

∣⅞5⅛m⅜¾ 已知函数∕(χ) = 2*,求Um41n[∕(l).∕⑵…/(”)]. 

l⅞6*¾⅜¾ 求!吧(l + α)(l + α2)(l + α'),∙∙(l + ∕')(其中∣α∣<l为常数). 

157睡犯当χf-l时，函数/(χ) =正支击极限是否存在？ 

l^⅞B≡¾ 求 lim"/ +χ + 3 _& f + 3).
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:::::二、幕指函数的运算法则

二：二 法则：有一察指函数/⑴四，

::::: 若物/(x) = 4>0,嚼g(x) = B, 4B均为常数，贝!1

::::: lim∕(x)sω = lim ∕(x)⅛sw =Ab ;

:::::若 lim∕(x) = 4>0, limg(x) = +∞,则 lim∕(x严=[°' 时

..... 1% *→⅞ χτ% [∞,当4>1 时

尹其他情形属于"不定式"，需后续内容"洛必达法则

:::::∣59⅛⅛⅞l⅜l 求极限 Um(l+sin2x严，>.
......  喈

I w ≡≡ 设∕(χ)=[¾登舒『，^=C≡τΓ'则ι⅛∕(χ)与理g(χ) 

:::::的极限分别为().

::::: (A) 0, 0 (B) 0, 8 (C) ∞, 0 (D) 8, 8

•••；•三、已知极限求参数一极限的反问题

:::::原酬丁已知吧~；?；b=3,求α和Z)的值.

:::工162陶!⅛i已知四j就言(cosx-b) = 4,求0和b的值.

:::::∣63∣⅛⅜a 已知 lim(4x+Jαx2 -fer-l) = l, α>0 ,求α和b 的值.

：：：：：∣64K⅛I试确定常数α和6的值，使得J⅛(M二J-αχ2-b) = o.

第六节极限存在准则两个重要极限

w 一、极限存在准则

::二 准则1 (夹逼准则)：设函数/(x),g(x),A(x)满足以下条件.

W ： ： (1)当O<∣X-%∣<6(或∣x∣>X)时，有g(x)W∕⑴WMx),

(2) lim g(x) = lim A(x) = A.
::::: 冲) 冷)
..：：： 则 lim∕(x) = ∕.
...... 注)



上述夹逼准则对于数列也成立,即当"为

limyf,= limzn =Ay 贝寸limxj,=4 
r-Ho n—>» h-⅜oo

准则2：单调有界数列必有极限.

65p¾⅛⅜¾ 求极限 limL∙sinL 
i»川 n

3⅜⅛ ≡Mlimf-^4— + -τ-^— + ...+ 
n→∞<nz+2w + l wz+2λ + 2

∣67∣¾⅛a 求现(cos√ΓΠ-8s五).

匣E≡设3 =[%+$，其中/>0,为

求映天. x"

69^^¾⅜¾ 设数列｛xll｝满足：石 > 0, χne^,*, = ejt" 

并求翘/.

70^^a 设4=]；1*-人1 S = 0J,2,∙∙∙)∙

(1)证明：数列｛%｝单调递减，且%=土土a" 
w + 2

二、两个重要极限

第一重要极限：lim≤≡ = l.典式：lim ≡ 
z° % ⅛F(x>→O

尹第一重要极限是求一类商的极限lim』 

g 
符合第五节中求极限的运算法则，属于"2"型

0

力园$回设/(x) =若^ ,求：(1) ⅛⅞/(x)与(

∣72圜胸求极限lim些土

1。4%

∣73囱幽1求下列极限.

八、arcsin2x arctan %
⑴勤X ；⑵理2" •

第1承函数与极限 11

之够大时，满足％Wx,Wz.,且：：：：：：：：：：

■6。0®<»。。6*

c c C W -> ，> 。 9 。 C

M+2* +")-2，

断数列w是否收敛，若收敛，：：：：：：：：：：

0000.100000

-1(» = 1,2,-).证明｛x,｝收敛，：：：

2 (n = 2,3,…);(2)求吧&. ：：：：：：：：：：

⅛S* = 1(其中,p(x)≠O).
虱磋 ................

φφφaoaαaβ<*

方，∕(χ)^÷o, g(x)->0,不

不定式•

2)lim∕(λj). ：：：：：：：：：：

©Qoeoeoee.
Q Q 。Q 0 O 0 3 。Q
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:::::::::∣74鼠懒I求下列极限.

..........   • • 小「2x-sin3x 2x-sin3x• ♦••••••• (1) hm- —- ; (2)lιm- —-
•........................  *→θ2x + sm4x *→β0 2x + sιn4x

：：：：：：：：： ∣75⅛≡函求极限煦电鱼子二父.

∙∙∙∙∙∙∙ee “一J

::::::::: ∣76⅛as≡求极限融匕等.

< — 第二重要极限：Hm(l + “ =e ； limfl + -1 =e ; lim(l + f)7=e.
««s««oe«o XT8< 九) x->8< χ J ，->。

：：：：：：：：。 典式：(1 +无穷小产/，且无穷小X无穷大=1,则极限=e.

工三WEI• , •  UV-第二重要极限是求一类施指函数的极限lim/(x)38, ∕(x)→l, 

 g(X)f 8,属于"『"型不定式，不属于第五节森指函数求极限的运算法则.

[81缪$回 求极限lim∙ sm3x a声0). 
χ→0ln(l+丘)

∣82⅛g⅞a 求极限卿1(l + tan2x)T,

硒留揪求下列极限.

⑴理(cosx)-亡;(2)limf-F.
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∣84K⅛求极限 (其中，α>O,b>O).

∣85E%1 设常数α≠L 求limln["2α"T
2 …(ιt(l-2α)

画≡≡常数9满足什么条件时’使得吧(运瑞行「

第七节无穷小的比较

一、无穷小的阶

定义：设limα = limα=0且α≠0 (α,力是函数)，若

0,称尸是较a的高阶无穷小，记作2三g®；

Hmg = .8,称6是较a的低阶无穷小； 

a c≠0,称尸与a是同阶无穷小；

!称6与a是等价无穷小，记作匹垓(或a ~△).

若lim乌= c≠0 (左＞0),称/是关于a的上阶无穷小，或/与＜?是同阶无 

穷小."

二、等价无穷小代换定理

若a〜名，£〜片，且lim邑=4,贝Ulim2 = lim邑=4. 
% a %

J*(^u等价无穷小代换适用于分子或分母中的因式替换，加减之间满足一定 

的条件也能代换，需慎用.

常用的等价无穷小:当方一0时，有

sinχ-χ； tan%~力；arcsin%~Λ:; arctan%~%； l — cosx~；%2； ln(l + x)~x ; 

e*-l~%； αx-l~xlnα(α＞0,Λ≠l)} VΓ+x-l^^x ; (l + κ)°-l~α%(α。0); 

Jl + %-JlrF ; %-sin%Jd,

研理题 当xf。+时，下列无穷小中与我不等价的是()，

(A)e&-1 (B)ln(l +五) (C) l-cos√J (D) arctan 石
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画■幽当x- 、时，下列4个无穷小中比其他3个更高阶的无穷小是().

(A) arctan2x

(C) l-cos2x

(B) √Γ+x-l

(D) tanx-sinx

≡≡ 求蜂tanj≡Γ

当xt0时，e'∞s'-e、与y是同阶无穷小，则"=( ).

(B)3 (C)4 (D)5

证明：当x->0时，tanx-x^-χ3.
3

证明：当χ~>o时，(2'-l)arctan2% = o(%2).

当XT 8时’7+加+c~女行，求。,b,c的值•

当x∙→0时，(√i77-l)ln(l + χ3)是χ(arcsinxy的高阶无穷小，求氏

的取值范围.

^⅞⅝⅞F2
196陛侧|当%->0时，/(%) = %-sin0x与g(%) = x2ln(l-阮)是等价无穷小，且 

ab≠09求g,b的值.

=/(其中，α>0,α≠l),求liπv军.

XTo χ3

∣98^^^j已知吗•
sin 6%+犷(%) =0,求吧怨④

4sinx + 3炉 com
∣99缢求极限lim-------------------- —.

^→0(l + cosx)Jn(l÷2x)

∣100酷雕I ##限理.
Jl + tan%-Jl + sin#

λrln(l + x)-χi
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∣101∣^¾⅜^ 求极限 lin

∣102^^¾ 求 lim ln(sin2x + e2jr)-2x 
ln(χ2+e3x)-3%

∣104窥回 当x→0+时，下列无穷小量中最高阶的是().

(A)J：(J-l)dr (B)∫*ln(l + √f)dt (C)『sin，df (D)]：'而7加

∣105蜜⅛¾ 已知f(χ) = F-L 记α = K∕(χ).

⑴求0的值；

(2)当x→0时，/(x)-α与必是同阶无穷小，求常数为的值.

卜06寓对确定常数。,b,c的值，使理-筋器 =c (c≠0).

第八节函数的连续性与间断点

一、函数的连续性

定义：若既a =厩[/Go+∆x)-/(/)] = 0智呼/(%) = /(/),则 f(κ)在 

点 产不处届7/(二羞区间/上的每一点都连续:%/(%)在区间I上连续•

/可开区间,也可闭区间，若/ = 则需在x = a处右连续，在

x=B处左连续，即 lim/W = /(0),吗i/(x) = /0) ■

若噩/(x) = /(%),则/(x)在点%处左连续；

若lira ∕(x) = /(%),则∕(x)在点％处右连续， 
F ≡

/(x)在点%处连续=既左连续又右连续，即罂/(x) = ^im /(x) = /(%).

∣[07⅛⅛SI已知/(力在X = 1处连续，且吗里「 =/常数)，求/(I),

∣108fl⅜∣i画 证明∕(x) = 2x2-x+l在(→o,+∞)内连续.
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_________  七-1
|109∣¾啊已知了(x) = ｛盆后"*U在(田,用)内连续，求4的值.

I ^,x = 0

1110虐噩阿判断了(X)=

卜打 B⅜限a W½∕(χ) =

^(√+l),x>0

2,x = 0 在分段点x = 0处的连续性.

1π(1-2x)7,x<0

α-i)%°s=pχ<ι 的连续性. 

(x + l)lnx,x≥l

∣1i2⅞⅛a给了(0)补充定义，使得/(%)=
Jl + %2 - Ji-%」

xarcsinx
在% = 0处连续.

1113碎髓已知f(x) =屈m仁：" %>0).⑴/(X);⑵判断/(x)在定义⅛ 

内是否连续.

η14蹈肉已知/④连续，且理*喘* =：,求/(0).

二、函数的回箕息及其分类

定义：函数/(X)的不连续点称为/(X)的间断点.

若X = %是/(X)的间断点，则满足下列三个条件之一：

(1)/(%)在点方 处没有定义；(2) Hm/(x)不存在；(3) lim/(x)≠/(x0).
XT% x->⅞

间断点分类：

第一类间断点--左、右极限都存在，

第二类间断点——左或右极限不存在，

’跳跃间断点;吧/(X)，普/(X)∙ 

可去间断点:黑/(X)存在≠ F(X。) 

. 或八%)不存在，

无穷间断点:lira ∕(x) = 8 或 lim∕(x) = ∞
X→X0 X*d

或 Jim ∕(x) = co.

振荡间断点！町/(万)振荡发散.
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^⅞⅞^已知了(X)= 昌为，求/(X)的间断点，并判断其类型.

∣ii6EiM 设/(x):=-丁一，则关于/(*)的间断点的正确选项是( 

尹-1

(A)x = 0,x = 1都是第一类间断点

(B)x = 0,x = 1都是第二类间断点

(C)x = O是第一类间断点，x = l是第二类间断点

(D)x = 0是第二类无穷间断点，* = 1是第一类跳跃间断点

E7∣¾盘1已知x = 0是f(x) = j a x = 0的可去间断点，求。和6的值•； 

ln(l + 3x) c ::::
a + —------ -, x>0

|118EB^已知/(x) = lim上q,求/(χ)的连续区间；若有间断点，指出间断 

点的类型. "-1+-

∣H9^^ (1)证明：把莉■+$+…+ a： = ।嚅｛αj(% >0,j = l,2,∙∙∙,m);

⑵利用⑴的结论，求/(χ)=吧j + √1+停J(x≥0),并讨论其连续性.

口(1 + 硝,x<0 
x-arcsinx

H^^⅛J 已知 ∕(χ)=. 6, x = 0 ,问。为何值时，f(x)在x = 0处

eax+χ2e-l n

连续？。为何值时， % = 0为/(%)的可去间断点•

^≡设小)=盟提f求削的间断点并指出其类型.
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第九节连续函数的运算与初等函数的连续性
：二二 法则：连续函数的和、差、积、商(分母非零)仍为连续函数；连续函数经 

过复合运算后仍为连续函数；连续函数的反函数仍是连续函数.
'二 结论：基本初等函数在其定义域内连续；初等函数在其定义区间内连续.

∣122■嗣 已知/(x) =挚0° + "),求lim/(x).

"‘「；卜23陵鹤 已知f(x)在(f⅛«>)内连续，且/(x"0,9(x)在S,+∞)内有定

：:：： 义，且有间断点，则下列陈述中正确的是( ).

：：：：(A)9［∕(x)］必有间断点 (B)∕［9(x)］必有间断点

…：：(C)"(X)必有间断点 (D)织必有间断点

第十节闭区间上连续函数的性质

有界性：若/(x)在口田上连续，则/(X)在［a,切上有界.

最值性：若y(x)在［a,b］上连续，则f(x)在［a,b］上有最小值和最大值.

介值性：若/(x)在［a,勿上连续，"M分别是/Q)在［a,0上的最小值与最 

,大值，则对介于加与M之间的任意常数C(∕m<C<M),至少存在一点Jg(a,6), 

；使得∕G) = C

若常数COnWCW"),则至少存在一点Je［a,b］,使得了G) = C.

零点定理：若f(x)在［a,勿上连续，且/(a)∙f(b)<O,则至少存在一点 

:⅞∈(a,⅛),使得/©=0.

:若/(工)在开区间(a,b)内连续，且叫/④与皿/Q)都存在，则 

:〃%)在■与内有界.

陶⅛⅜⅛1证明方程d -"-2 = 0恰有3个实根.

∣125jg¾^证明方程" = ；cosx在(fo,"o)内存在唯一实根.

唧卿J设函数/(力在［0,1］上连续，且/(0) = /(l),证明在［0,1)内至少存在 

一点彳，使得/* + ；) = /e)•
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∣127ES^⅛已知∕(x)在［G,+oo)上连续，且蚂∕(x)存在，证明/(%)在［α,+∞)上 
有界. …

卜28E*i!已知/(x)在［a,b］上连续，α<玉<%2<λ3<6 ,证明在(晶份内至少 

存在一点自，使得/α) + 2/(/)+ 3〃与)=6/0).

|129凝^函数/(χ)

(A) (-1, 0)

xsin(x-2) 
∣x∣(x-l)(x-2)2
(B)(0, 1)

在区间( )内有界.

(C)(1, 2) (D)(2, 3)

卜30霞⅜l设/(%)在［0,1］上连续，/(0) = /(l).证明对于任意正整数心存在 

%e［0,l］,使得了(』) = /(%+；］.



第2章

导数与微分

第一节导教的基本概念

，一、导数的定义

定义1：函数y = /(x)在点5处的导数

∕-(x0) = ∕∣ 典 =1⅛ 生=Um "*。+■-/(』)=lim /5)-/飨. 
o ° dr∣mo ^∆x ∆r→o ∆r 1 飞 X—/

定义2：函数y=/α)的导函数(导数)

≡√-切士如(x) — ∕α + ∆x)-∕(x)
。 J)可一心 & M ・

由定义知：f'(%) = ∕'(χ)∣mb∙

卜in2x
：；：：：；；：；「34 酶a⅞l 设函数∕(%) = ∣ 2x

:一" 卜31 t⅛⅛¾l 设函数 /(x) = l + 2x+3x3 ,求，(1).

；::「 |132Wife!设函数∕α) = x(2x + l)(3x + 2)(4x + 3),求/'(0).

。，一 1133b¾i!l¾设函数/(x) = x(x~2)上，+1 ,用导数定义求/'(0), /'⑵.

"*°,求f(x)在x = 0处的导数/'(0).

x = 0

"… ……。∣135E⅛B⅜⅜⅛设函数/(X)="2-1)吠*-1),且函数p(x)在x = 0处连续，证明函数 

:::::g /(x)在 x = l 处可导，并求 /'(1).

三：：：：：：H3GE^|设函数/(x)在x = 0处可导，且/'(0) = g.又对任意的x有 

：：：：：；：： ∕(2+x) = 2∕(x),求八2).

:；：；：：：：：η37Ei⅛⅜设函数/Q)在点X = 0处连续，且理%±3 = 2,问函数/(x)在
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工=0处是否可导？若可导，求/*(0).

F⅞B⅛疆 设函数/(力在点x=内处可导，求下列极限值.

(1) lim "%+"y)-y⅛) ⑵ lim ∕¼A∕G-3些
A≡→0 ∆τ A*→0 &

h39国盟拓 设函数∕(x)在点x = ⅞处的导数r(⅜)存在，求极限

|140⅝:虢≡若函数/G)可导，且鸣然得产=3,求/'(3)∙

卜4ll⅛牡 1设函数/(x)在x=0处可导，且/(0) = 0, /,(0) = l.求下列极限一

⑴ ∣im∕3TT) (2)lim回N更
r→0 X Jt→O d

h⅜2∣⅛»设/(0)=0.则/(X)在x=o处可导的T充分条件为( )

#映吟皎存在 (B)盥吗户存在

©图啥存* ①)盟2p存在

h43fc⅛⅜jq设函数∕(x)在x = l处可导，且∕(l) = 0, /'(1)=2,求极限

5 叩 + sM3x) ∙ ∕(8sx)

二、单侧导数

定义：左导数£■) = lim ∙(j⅛+3-∕⅛2= ιim」€)-/&). 
Ar→(Γ ∆X *→⅞" X~^Xq

右导数衣与)-ym /(#0 +3-/®)_ 血1 /(x)-/(j⅛) 
♦ δx→o* ∆r *→⅞+ x—Xq

定理：函数/(X)在点%处可导的充要条件是左导数£(%)和右导数力(%)都 

存在且相等.

l⅞噌期下列函数中，在x = 0处可导的是().

(A)∕(x) = ∣x∣ (B) ∕(x) = Vx (C)∕(x) = x3 (D)f(x) = xlnx
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：：：：：：画0设函数/")=[：：:；, "；0，求/(χ)在χ=。处的左导数('(。)和右

：：：：：： 导数人'(0)>由此讨论/(x)在上=0处是否可导.若可导，求出/'(0).

-卜46∣⅞⅞⅜a 设函数/")=卜° + /，x*°,则/(x)在x = 0处().

β o ∙ e c « [ 0> X — 0

(A)左导数存在，右导数不存在 (B)右导数存在，左导数不存在

:' (C)左、右导数都不存在 (D)左、右导数都存在

，，∣147⅛⅝雌a设函数/") = ;?k_1|,讨论函数/(x)在x = l处是否可导？若可导,

; 求出『'(1).

-R48圜!⅛j函数/(X)=α3-1)k7,讨论函数/(x)在x = l处是否可导？若可

.。 导，求出了'(1).

、 ,：∣149∣⅞^ 设函数/(x) = ∣x-l取X),其中9(X)在x = l处连续，贝1」0(1) = 0是

: 一： /(x)在x = l处可导的( ).

,.：：(A)充分必要条件 (B)充分非必要条件

.;":(C)必要非充分条件 ①)既非充分又非必要条件

-’：：：画12霞函数∕(χ) = (χ2+χ-2)--4χ∣不可导点的个数为( ).

:(A)o (B)1 (C)2 (0)3

三、导数的几何意义

导数的几何意义：导数/'(%)在几何上表示曲线y = /(x)在点"(x。J。)处的 

切线的斜率.

曲线在点(%,%)处的切线方程为y-% = f,(x0)(x-x0).

曲线在点(%,%)处的法线方程为y-% = -∕j(x-%) (/,(x0) ≠ 0)•

特别地：当/'(%) = 0时，切线方程为y = %,法线方程为X = %;

当/'(%) = 8时，切线方程为X = %,法线方程为y = X).

:::∣151EW⅜!1求曲线y = 2x + cosx在点(0/)处的切线方程和法线方程.

::::::∣152t⅜⅝a已知在横坐标x =9处，曲线/G) = x2与g(x) = /的切线互相垂直,
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求X。的值.

∣153⅛⅛⅜l设直线Z与直线2x-6y + l = 0垂直，且与曲线y =/+3/-5相切，：：； 

求直线z的方程. ：：：

∣154座⅜⅜a证明双曲线切=1上任一点处的切线与两坐标轴所围成的三角形面积：：：：

恒为2. ::::

∣155Ei^⅞! 问 a,b 为何值时，曲线 Zα :y = l + lnx 与抛物线 Z⅛ :y = M+Ax + b 在。。。， 

x = l处有公共切线. ：：：：

∣156E躁!已知函数/(x)是可导的偶函数，且理∕(3十月_,⑶=2求曲线：：： 

y = f(x)在点(-3J(-3))处的切线斜率％.

四、可导与连续的关系

定理：若函数y = f(x)在%处可导，则f(x)在%处必连续.

推论：若函数y = /(x)在后处不连续，则f(x)在而处不可导.

连续是可导的必要条件，但不是充分条件.即可导一定连续，但连续不一定：：

可导.

|157豳朝 设函数/(x)在点x = 2处可导，且理，(x) = 5,求八2).

h58国傩a设函数/(x)= 

导性.

XCOS-三，讨论/(x)在x=0处的连续性与可：：

0,

[xe", "?°,讨论f(X)在x = o处的连续性与可：：

[√+x, %<0
诃9偏嗣 设函数/(x) = 

导性.

胸冒砌 设函数/(x) = 

导性.

x3+lnx, x"l ,讨论了(χ)在χ = 1处的连续性与可：：

/Inx, 0<x<l 。"
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:::卜61推⅝⅛|试确定α和b的值，使函数/(x) =卜？？"二：在x = l处可导， 

® * • ----- [ax ÷6, %W1

_________  伸(1 + 2丁)
F⅞2E蹦J设函数/(x)= 一7 一' x>u,其中矶X)是有界函数，则/(χ) 

::: 在 x = 0 处( ). 』P(x)， xWO

：：：(A)极限不存在 (B)极限存在但不连续

:::(Q连续但不可导 ①)可导

第二节函数的求导法则

：；；一、函数的和、差、积、商的求导法则

: : : 定理：如果函数"(x),v(x)都可导，那么它们的和、差、积、商(除分母为零

:::的点)也可导，且

:::(1) [u(x)±v(x)],=u,(x)±√(x)5

• • • (2) [κ(x)v(x)]' =∕(x)v(x) + "(x)"(x);

^⑶[制'=『1/如(心)，。).

: 特别地：g(x)]' = s'(x)(C为常数)，
lW%)J V2(χ)

:;: 和、差、积的求导法则可以推广到有限个函数的情形.

:::∣163圜!画 设∕(%) = 3x3+2e"-51n% + sinl,求/'(%)和∕'(1)∙

:::∣164B¾⅞⅜ 设∕(%) = %cosx + 3x2,求/Q), /修)，/'(»)•

:::∣l65fl¾L⅞⅜j 设y = e"(cos%-2sin%),求y'・

®。。∣166⅜⅛l⅜i Sιy = (l + x2)arctanx-xlnx ,求y',

::：面跚题 石+皮3-nx,求

•・。 %

:二[i⅞⅛⅜⅞i 设y= .,求/.
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Η69图成设,v =:山.求尸'. "
31nx+κ ・

[170函回设> = ”“ +D ,求, 单 0 α e ・・ 《

∣171H⅛绅设函数∕jχ-f∣=「•»-,求/®
(X) x +√ + l

∣172K⅛⅛1 设函数 ∕(χ)=岛，* < ° ,求 ∕(χ). 3 • » • • • •

[e'sinx, x20 :

二、反函数的求导法则

定理：设函数7 = /(x)是单调的连续函数，若y=/(力可导且/'(x)w0,则： 

其反函数x=9(y)也可导，且

GO ∕'(X) dy dy
dr :

即两个互为反函数的函数，它们的导数互为倒数.

1行:⅞⅞!⅛J设可导函数y = /(x)的反函数^* =98),并且有/(1) = 2, /(2) = 3,:

∕,0) = 4, /'(2) = 5,求吠⑵.

l^≡!≡ 设y = ∕(x) = 3Y + 2x + l,其反函数为x = 0(j),求"(I).

三、复合函数的求导法则
• • * β ∙ β #

定理：若函数y = /(“), " = p(x)都可导，则复合函数y = /(p(χ))可导，且； o ∙ β • • * β

有链式法则 ：

¥ 哼 亭=/'(“)■以力=/'飙切■ p'“)∙ y~ ,̂, ~^l* i :
伏必 因变量…中问变量-自变量.

，•♦♦：：：

链式法则可以推广到多个函数复合的情形.

∣i⅞≡≡ 设y = (l-x + 2∕)',求苴| ,直•

*Lo改以 • > ♦ β O β □
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∣176匿躺1© 设y = lncoseτ ,求业.

dx

∣177pM 设∕(x) = arcsing^ ,求 f'(x), ∕,^.

R78⅛⅛!!⅛l设尸何一巨，求y 
√x + l + √x-l

∣179t⅝⅜Bi回 设y = 3'+d+χχ+33,求y.

∣180fl⅜8a⅜a 设y = cos3*si∏3χ ,求y.

卜 811¾ 腿¾ 设 y = %Jl-χ2 -arccos%, 求 歹'・

∣182宴啊 设y = %2+Λ√χ2+ι+lnα + g+i),求“.

∣183昌我胸 设 y = %[cos(lnx) + sin(lnx)],求;/.

∣184⅛⅜∣H∣⅜i ⅛y = -x + -∣ln(l + e2x)-e^xarccotex,求y'・

■鬻圆设 f(x) =吧x(^^),求 f'(x).

∣⅛6Ei≡i设函数f(χ)可导，求下列函数的导数.

(l)y = ∕(3i+x3) (2)j = ∕(xlnx)

|187|；陪!已知函数/Q)可导，且(①=-2 ,设g(x) = /(2/-3x),求g,(-l).

第三节高阶导数

高阶导数

定义：函数ν = /(*)的("-1)阶导数的导数称为/(x)的"阶导数，即

* = 〃■)= ∕S)(χ) = ■= [∕Sf(χ)]'.

由定义知，求高阶导数就是多次求导数•
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菜布尼茨公式：如果函数"(x),v(x)有"阶导数，则有

,(x)∙ v(x)T' = ∑C∕及)]阳•卜“)『)，其中 C：= wi • 
jt=o k∖{n-k)∖

∣188厚辘!求下列函数的二阶导数.

(1) y = s∙" —哇 (2) y = 2x3 arctan x + ln(l + x2)
smx + cosx

[i⅞¾M 设/(x) = e3χsih2x,求函数/(x)在x=]处的二阶导数/"仁).

恒^^^^^设函数y = l∏W^^^ ,求署，^^]

h91麴函 设函数y = arcsin ],求y"'L石•

∣192g⅜腿a 设函数y = xlnx,则 y0Q)=().

(A)-) (B)-⅛ (C)-⅞ (D)--⅞

同3⅛⅛⅞⅛J设函数y = (s呜+ cos^∣ ,求严.

(A) cosx (B) sinx (C) -cosx (D) -sinx

阿圜艇 设函数/(x) = xe-*,则/叫x)=().

(A) (-l)"-1 (〃 - χ)e-* (B) (-1)" (« - x)e-*

(C) (n-χ)e^x (D) (x-n)ex

|195屋⅜^设函数?=(炉+1)5(/+1)2,求#«)和严1).

∣196[¾⅛¾⅞j 设函数 ∕(x) = sin4 x + cos4 x ,求 ∕(x)的 〃(” > 1)阶导数 ∕w (x).

「97 Ei第回设函数∕α) = ln(2-3x),则∕(x)的"阶导数广0(x)=().

(A) 3"n' (B) 3"("T)! (C) 3加 (D)丑'("D!
(2-3x)" ' ' (2-3x)" (2-3x)" (2-3x)"

5∞E≡ 已知函数∕(x)在X = 1的某邻域内可导，且∕,ω = [∕(x)]2, /(1) = 2 , 

求尸(1).
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；：：：« 第四节 隐函数及由参数方程所确定的函数的导数

：：：：：一、隐函数的导数

4 ：二 定义 由方程F(xj) = O所确定的函数y = y(x)称为隐函数，而形如y = /(χ) 

:::;:的函数称为显函数

；；:：。 隐函数求导的方法和步骤：设方程尸(X,y)=o,求学.

第1步：方程F(x,y) = 0两边同时对X求导，建立y的方程.

二：二 第2步：从上面得到的方程中解出y'.

:::::∣⅞9h⅜l求由下列方程所确定的隐函数的导数矍.

:::二 ⑴ 8s(v) + l∏yτ = l (2) x3+y3 =6xy

c c c。。∣200B⅜R画设方程v-si∏W2) = 0确定丁是x的函数y = y(x),求外=0 .

:二二∣201⅛i≡求由隐函数tan(χ + y + ∙∣ = y确定的曲线在点(-1,1)处的切线方程与

::::: 法线方程. I *

::；∣2Q2⅛¾*求曲线∕+2e"=3y在χ = 0对应点处的切线方程.

：：：:：∣203E⅛朝设酸y = y(x)由施叭y) = e"lny确定，其中/④可导，且/(1)=1, 
：：：：：求用.

• ® • • « 改 lχ=0

：：：：：∣204Ei⅛!已知曲线y=x2+ax+b与2y =歹—I在点(1,-1)处有公共切线，求常

：：：：： 数。和5的值.

:::::∣205fi¾¾⅜¾ 设函数y = y(x)是由方程ln(χ2+y2) = 2arctan2+N + ln2确定的隐函 

：：：：：数，求普•

::。：：∣2O6E!≡∣ 已知函数, = y(x)由方程e，+9 = e+l确定，求网)"(1).

：：：：：∣207E⅜4⅞¾已知曲线y = y(x)过点(1,-1)且满足『+/+但丫 =],则

::::: 笈]=....... •
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二、对数求导法

对数求导法的步骤

第1步：函数y = /(x)的两边取自然对数，得到隐函数lny = ln/α)∙ 

第2步：利用隐函数求导方法，求出导数V.

对数求导法常用于多因子乘募求导，或嘉指函数求导.

∣208B⅛⅜l求函数y = √nx的导数.

画圜阿设函数尸(1 +sin %)"，求导数了.

∣21OHI⅛⅜⅜ 设函数 y = χSinx石二],求%

|211眼龈⅛设函数好g1罕’，求导数y. 
e7

∣212a 设函数y = g + l)'∙j2x + 2求亚.

(x -I)3 •朗3%-3 ' dx

求函数y = %∕(x>0)的导数y.

∣214[⅞⅛⅜ 求函数y=x2x的二阶导数.

设函数y = y(x)是由方程λ∕ =必所确定的函数,

工⅛参数方程所确定的函数的导数

参数方程确定的函数的求导公式：设y = y(X)是由参数方程
;:喘确定的::

函数，若x = 9"),y="α)都可导，且d(f)≠O,贝!)y对"的导数为

■ = df 二―《)

dx dx φ,(t) 
df

画圈例求下列参数方程所确定的函数的导数占.
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：：：：：：：：： :二 2f
：：：：：：：：： 1 + * 卜= cos"
::::::::: 尸毛 V=≡3^

，历7⅛!嬲⅛l已知函数y=Mx)的参皿程为卜f ,,求学1
^ = (Z2+L)e, 闻修

：：：：：：：：： ∣218⅛S⅛i求曲线卜/弋_在』相应的点处的切线方程.

• ♦・•。@。 [y = ln(E + √*+3)

.隅园求曲线卜=f sin"在点(0J)处的切线方程与法线方程.

[y = e cost

圆朝设[x = c°s‘ . (f为参数)，求%兴.

[y≈tcost-smt dx dx

∣222∣i∙ 已知函数y = y(x)的参数方程为卜= e*,求亶，煞1

[y = sm/ 改1,=0 改 Lo

第五节函数的微分

:函数的微分

定义：若 y = ∕(x)的增量 Ay = ∕(x+∆x)-∕(x)可表示为 Ar = ZΔx + o(Δx), 

"则称y = /(x)可微，而力的线性主部 3称为y = /(x)的微分，即

dy = df(x) = J∆x.

定理：＞ = /(x)可微的充要条件是尸/(x)可导，且/ = /'(x),即 

dy = /'(x)∆x = f'(x)dx.

,；∣223⅛⅜∣l!⅛i设函数y=∕(x) = χ3+χ,计算在* = 3处当∆x分别为0.1和0.01时的

. 微分dy及增量加.

"::。∣224|K啊已知函数y = /(x)在任意点Χ处的增量Ayu?可∆x + a,且

lim —= 0,求/《2). "
e j ∙ e Δr→0 八丫
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(B)低阶的无穷小

(D)同阶但非等价的无穷小

∣225⅛⅜⅜⅛设函数/(x)可导，且/'(%) = 1,则当∆X→O时，/(x)在点后处的：二二： 

微分⑪是∆x的( ).

(A)高阶的无穷小

(C)等价的无穷小

∣226⅜⅛SH⅜I求下列函数的微分. 

si∏21 
(l)y=e * (2) v = xarcsin-+

∣227⅛碗求下列函数在给定点处的微分.

(1) J = J2 + sinx ,求 d/Lo, ⑵ 丁 = ln(l + 2&),求吼=「

|228回R⅞a设函数y = y(x)由方程27 + S加a +历=0确定，求微分打.

|229j¾⅞l设y = y(x)是由方程/+切-e = 0确定的函数，求微分批,(,•

[cosx-l . ∩
∣23θE⅞b⅛⅛设函数/(x) = (-^' ,求/(x)在x = 0处的微分.

[0, x = 0

∣23lE⅞^⅜a 设y = (l + e*,则微分dy=().
(A) (l+e'){ln(l + e*) + ^7)dx (B) (l + e'),ln(l+e*) + ^7)dx

(Q α + ex)^ln(l + eθ+γ^7^dx ①)[ln(l + e*) +晶)改

宜⅞⅛l在下列括号内填入适当的函数，使等式成立. ∙∙∙∙∙∙∙ββ

(l)d( ) = x2dx (2)d( ) = cos3xdx

⑶ d( ) = √-dx (4)d( ) = r⅛7dx

综合提高题

Gooeeoog。

oaasoooQG

巧疆制设函数/(X)在点X 

点x = 0处( ).

(A)不一定连续

(C)可导，且/'(0)=0

=o的某邻域内有定义，且∣f(χ)∣ ≤ x2,则/(X)在

(B)连续但不一定可导

(D)可导，且 ∕'(0)≠0

0。00000004

∙∙∙∙∙∙ ∙ ® " 0
。 c 。。…° ° 。 "

。.000、；.ee ，e。® 15®0®®

%25e3%2580%2582.000%25e3%2580%2581%25ef%25bc%259b.ee
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一承≡求I飞数在给定点处的导数.

(1) ∕(x) = 3x +『arctan?,求 ∕'(0). 
x2+l 1 + x

(2) ∕(x) = x(x-l)(x-2)∙*∙(x-99)(x-100),求∕'(1OO)∙

(3"=，求垂•

(^ + l) e2x <⅛=∣

∣235^⅛⅜已知函数/(x)可导，且当"→0时，/(%+3")-3/(%-")是〃的等

1 价无穷小量，求/'(%)•

∣236腺¾⅛j设函数/(x)在点x = 0处连续可导，且/(0)=l, Γ(0) = 4,则

« 哽[f(sinx)]吉=( ).

:(A)1 (B) e (C) f (D) e2

:∣237^⅛j设曲线y = f(x) =厂二在点(1,「|处的切线与x轴的交点为值,0), 

J 求极限吃/©).

;∣238^^ 设函数/(x)连续可导，且吧△3x[) + 3=3,求曲线y = /(*)在点

: (2J(2))处的法线方程. 一

:∣239g^⅛j 设函数 /(x) = lim-r^ ,则f(©在(-00,+00)内().

也+ /

:(A)处处可导 (B)有一个不可导点

:(C)有两个不可导点 (D)有三个不可导点

，匹^^ 设函数/(x)有连续的导函数，且f(I) = 0, /,(1) = 1,若函数

[f(e-) + ln(l-4x)
gQ)= ^ ， U在X = 0处连续，则常数6 =_________ .

[ b, x = 0

∣241宜⅛l设函数/(χ)=Hm空二⅛生3，试解答下列问题.

0 (1)求函数/(x)的解析式；

:(2)讨论。和方为何值时，函数/(x)在x = l处可导；

:(3)求导函数/'(x),
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∣242^^⅜⅛ 设函数f(x)可导，y = f(sin2χ) + ∕(8s2χ),求业，变|

dτ dx∣

∣243^⅜j 设函数∕(x)可导，y = ∕[∕(l + 3f)],求土

∣244E⅜⅛M已知两曲线y = /(x)与y = 土皿在点x = l处的切线相同，设 

F(x)=/2(e，),求尸，(0).

∣245g^⅛1设函数/(x)在点x = O处二阶可导，且理理8∣ = 2,求/"(0).

|246聊1设函数/(x)可导，？=加)，求朝

∣247里藕已知函数/(x)任意阶可导，且/'(x) = ez8,则/(x)的M"I)阶导， 

数 ∕w(x)== ( )•

(A)/"〉 (B)e"0r> (C) (n-l)!e"zw (D) n!e"zw

∣24ag⅜¾⅞¾ 设函数/(x) = (x+l)∙e",求/(x)在x = -l处的"阶导数/伙-1). 二

∣249鳄⅛|设x = /y)是函数y = x + lnx的反函数，求二阶导数臣.

画曲设函数/(力=f吟+血x+L "。，

[ 1, χ = 0

(1)讨论/(x)在X = 0处的连续性与可导性；

⑵求/5,并讨论/90在x=0处的连续性与可导性；

(3)求 ∕"(x)∙

两隔就 设函数y = /(x)由方程ln(x2+y)=力+sinx确定，求极限 

吼一/⑶• ：：

[⅞^≡∣≡已知函数/(%)二阶可导，且/'(1) = 1,函数y=y(χ)由方程J 

崔-ex + e7=O确定.设函数z = ∕(eτ-sinx),求警 •
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∣253^^ 设函数y = y(x)由参数方程｛；；：:：；：:_ 0确定，求之]

喻房嗣求由参数方程卜= ~hl"^确定的函数y = y(x)的三阶导数穹.

[y = arctan e' 改

125-5^^!求阿基米德螺线0 = e在点84)=处的切线方程与法线方程

(用直角坐标表示)• …

1256绩今制 设函数/(/)可微，函数V = /(e2")在x = 0处当自变量取得增量 

Δx = -O.l时，相应的函数增量加的线性主部也为-0.1.求导数/(1).

1257皤^ 已知函数f(x)可导，且/'(x) = arctanL设y = /∣

吼=2 =................ •

2x-l
,则微分

函81^已知函数∕(x)可导，且∕,(0)≠0.设y = y(x)是由戮fc⅛程卜=/(ln')

- 3 = /(户一1)
确定的函数，求函数在f = l时的微分dy∣,∣∙



第3章

微分中值定理与导数的应用

第一节中值定理

一、罗尔定理

(1)在[a,6]上连续
定理：若函数y=/(©满足人2)在33内可导，则在(a,6)内至少存在一点J,: 

(3)∕(a) = f(b)
使得r©=o.

几何意义：连续曲线y = /(x)上的弧筋，除端点外处处有不垂直于x轴的切：

线，且两个端点A、B处的纵坐标相等，则在弧打上至少有一条水平切线. ；

胸圜!⅛i以下函数中在指定区间上满足罗尔定理的有( ).

(A) ∕(x) =∣x∣,[-1,1] (B) ∕(x) = √-l,[-l,l]
(C) ∕(x) = xef,[O,l] (D) ∕W = ∣,[-1,1]

胸薄!胸 验证罗尔定理对函数y = lDsinx在碌尊上的正确性.

∣26lIW⅞⅞a设函数∕(x)在[0刀上连续，在(0,1)内可导，且f(O) = OJ(l) = ^, 

试证明方程(l+√)/,(x) = 1在(0,1)内至少存在一个根.

|2g2翱期 设%,%,…多是满足%+AA…+落=0的实数，证明方程： 

a。+ a1x + a# +…+ a<X = 0在(0,1)内至少有一个根.
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∣263鼠触I已知/(χ)二阶可导，且物® = 0,/(1) = 0,证明：在(0,1)内至少 

存在一点S ,使得r'(g) = 0 •

∣264R⅞≡i∣ 已知∕(x)在［0』上三阶可导，且∕(0) = ∕(l) = 0,设尸(χ) = x7(x), 

证明：在(0,1)内存在一点J,使得尸"(9 = 0.

∣265Ei^l设函数∕(x)在［0,1］上连续，在(0,1)内可导，且∕(0) = l,∕(l) = X,证 

明：方程/'(x)+er = 0在(0,1)内至少存在一个根.

∣266睡泡 设函数/(x)在［0,a］上连续，在(0,α)内可导，且/(。) = 0 .证明：存 

… 在一点S(0,α),使得∕G)+"(ξ) = O •

二 、， ∣267∣⅛ii设函数/(x)在［0,1］上连续，在(0,1)内可导，且/(1) = 0.证明：至少 

：;:;.■： 存在一点 jw(0,1),使得 ro=-警•

二:二∣268E^a设函数/(x)在［0,1］上连续，在(0,1)内可导，且/(0) = 0,对任意 

；：：：： xe(0,l)有/(x)≠0 .证明：存在欠(0,1),使得嘴=鲁m.

|269绘第I设函数/(x)在［0』上连续，在(0,1)内可导，且/(0) = /Q) = l, 

：：：:：: ∕(D=2 •证明：存在一点 s(o,i)，使得 rc)=焉.

∣270⅛^l设函数y = ∕(x)在［0,3］上连续，在(0,3)内可导，且f(0) + ∕(l)+ 
：：：；：： ∕(2) = 3, /(3) = 1 .证明：必存在 Je(0,3),使得/'© = 0 .

∣271⅜⅜⅜ 设函数 y = ∕(x)在［0,1］上连续，在(0,1)内可导，且 ∕(0) =/(1) = 0 , 

/(；) = 1 .证明：⑴存在”g,1),使得/⑺=η ; (2)对任意实数2 ,必存 

；：‘ 在共(0,力，使得/(9-4［/C)/ = l .

∣272^^设抛物线y = -f+8x+C与x轴有两个交点x=α∕ = b (α<b).又

。 函数y = /(x)在［0,b］上二阶可导，且/(") = /(b) = O .若曲线y = /(X)与

7=-/+麻+C在(0力)内有一个交点，证明：在(a,b)内存在一点《使得 

/"(6 + 2 = 0.
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二、拉格朗日定理

定理：若函数y=/(*)满足[R?，?£J£,则在(a/)内至少存在一点4， 

[②在(a, b)内可导

使得 ∕0)-∕(a) = ∕'G)∙0-a) •
几何意义：连续曲线y = /(x)上的弧介，除端点外处处有不垂直于X轴的切 

线，则在弧S上至少有一条切线平行于弦AB所在直线.

图3-2

y

c B

∕0)√(a)

0 aY c b x

拉格朗日中值公式的几种等价等式：

/(*) - /(a) = /W∙(⅛ -。) ^ 弋二/⑷=/©，

∕(b) = ∕(a) + f'［a + θ(b - a)］ •(& - a)(0 <6><1), 

∕(% +∆x) = f(%) + /(% + θ∆x)-Δx(O<0<l).

两个推论：

(1)若∕'(x) = 0,Vxe∕,则∕(x)三C；

⑵若f'(x) = g'(x),Vxe∕,贝∣J∕(x) = g(x) + C ( C为常数).

阮蜀∣!⅛1以下函数在［-1,1］上满足拉格朗日中值定理的有().

(A)∕W = ln(l + √) (B)∕(x)=∣x∣

(C)∕(x) =号^ Q)∕(x) = sinl

∣274⅛⅜!⅛l设函数/(x)在［a,b］上有定义，在(a,6)内可导，则有().

(A)当 /(a)/©) < 0 时，存在乡 e (a,b),使得 ∕(⅞) = 0

(B)当∕(a) = ∕0)时，存在欠(a,b),使得/'《) = 0

(C)存在欠 Qb),使得 f(b)-f{d) = f'(ξ)(b - a)

(D)对任意行(通)，有理I/a) - /(切=0

∣275B⅜I眼j 证明：当O<x<τr时，^^>cosx .



38 第3章 微分中值定理与导数的应用

∣276倒雌I设0>Z)>O时，证明:
a-b . a a-b ------<ln-<-—.

a b b

∣277酶H⅜l 设χ>0时，证明：含<ln(l + x)<x.

∣278E陶阿证明：当x>l时，e*>ex.

∣279酶⅛⅜证明: arcsinx + arccosx =—.

∣280睢缴¾证明:
2x2 arctan x + arcsin -^ ^ = π(x > 1).

设/(x)在区间［a,b］上连续，在(a,6)内可导，证明：在Q6)内至少

存在一点g,使得炉，二£°)=/0+)‘g) ■

∣282能血 设f(x)在闭区间［0,c］上连续，其导数/'(x)在开区间(0,c)内存在且 

单调递减，/(0) = 0 .试应用拉格朗日中值定理证明不等式： 

∕(α+⅛)≤∕(α)+∕(Z>),其中常数α和万满足条件0WαWb≤α+bWc .

三、柯西中值定理

①在［a,b］上连续；

定理：若函数y = /(x)和y = F(x)满足②在(a, b)上可导；

③F'(x)≠0,xe(α,b).

则在(a,b)内至少存在一点g ,使得*)-/』)=6© .
F(b)-尸(a)尸《)

说明：若尸(x)=x,则"?二；(。=平=>/(b)-/⑷=f'G)∙(b-a),即 

为拉格朗日中值公式.因此，拉格朗日中值定理是柯西中值定理的特殊情形.

1283噌御 

理的正确性.

∣284⅛⅜⅛⅜设函数/(x)在区间口,切上可微，O<a<b,试证明存在ge(a,b), 

使得叭"~T(")=∕C)∙√∕'C).
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^^B 设函数/(x)在区间［a,b］上连续，在(α,b)内可导，O<α<b.证如存 

在兵(a,b),使得"，二;⑷=3+、+/)脸2 ,

∣286鞋能I 证明：sinl = coslng(l<J<e).

第二节洛必达法则

一、洛必达法则计算" 9 "或"艺"不定式 

0 8

定理(洛必达法则)：设函数f(x),尸(X)满足如下条件.

(1)当x -> a时，/(x)和尸(x)都趋于零(或无穷大);

(2)在点α的某去心邻域内，/,(x)和尸'(x)都存在，且尸‘(x) ≠ 0 ;

( 3) lim耍存在(或为无穷大)，

说明：(D洛必达法则用于或型不定式的计算；

(2)对于自变量的其他变化过程如x→-κo,x→→o,x→∞,也有类似结论;

(3)若条件满足，可以反复使用洛必达法则求解；

(4)洛必达法则不是万能的，当lim第不存在也不是无穷大时，不能 

断定也不存在，此时洛必达法则失效，寻找其他方法求解.

∣288 酬 ⅞⅜1 求 lim 如•. 

a x-l

|289鼠1）阚 求lim止上也 

T ex-e

∣290国疆肉求lim χ4+≤ . 
χz xqx

∣2911≡!⅛⅜ 求吧.
…。√sinx
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ln(xlnx)
(α>0).

∣293B⅜S3⅜⅜ 求吗e -手号1 .

画g¾≡f
*«« sin? x—K cos? x
求 lim-：—/ z ，,-------FT •

----- χτo smx(e -l)ln(l + tan x)

Qtanx+Z>(l-cosx)
画®^^ 若吧cln(l-2x)+d(l-e-') 2,其中〃2+b2#0,则必有( ).

(A) b = 4d (B)b = -4d (C) a = 4c (D) α = -4c

∣297阿篇a求吧
(1 — 8sx)[x—ln(l + tanx)]

因86猾抗求理1[sinx- sin(sinx)]sinx

二、洛必达法则计算其他类型的不定式

基本思路：先将其他类型不定式转化为.常或*"型不定式，然后使用 

洛必达法则进行计算•常用的类型如下.

(I) ,l∞-∞"型通分化成“9”或u-n型； 

0 8
(2) "0.8"型，取其中一个因式的倒数放分母，化成"*'或"?”型;

⑶“ Oo,∞ojΓ ”型，利用lim∕(x)g8 = limegwh≠w进行恒等变形.

1299 求 lim—|------------ ---
χτθχlsinx tanx,

砌国喇 求jgN⅛"r( "为正整数，ji>o).

|301 塞巾宿 求linj(l-X)∙tan^χ .

|302国∣⅞¾ 求 lh^(sec%-tanx). 
喈
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随噩1求49£)，

巧&S皖j 求 lim(4---------- ]. 
χτo<∕ xtanx√

l⅞E褰¾⅜⅛求皿X".

回6触押求吧产六.

函7£塞薇I求唳(l + 3x产χ .

函8|；■1求吧(cosΧ产而.

目09窗翁⅜求lim(不-1产。

阮■!若。>O,b>O均为常数，求理仔手)、 .

三、洛必达法则的综合应用

∣311图回设x->0时，etm*-e，与/是同阶无穷小，求".

sin2x + e2ax -1
]312降回若函数/(%) = ( χ '"U在(f+∞)上连续，求。.

α, x = 0

∣313^⅜⅛¾ 已知∕(x) = [(o°sx)'，"0在χ = o上连续，求α .

I α, x = 0

[314^⅜⅞¾ 设/(*) = _!_ +」------ ?一,χe[±l).试补充定义/(1)使得∕(x)在
―- πr sιnπx π(l-x) 2

审]上连续•

历5囹^^设数列优｝满足0<μ<π,%+] =si∏4(M = l,2,∙∙∙),⑴证明：!吧/存 

在，并求该极限；⑵求Um任"F .
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第三节泰勒公式

一、泰勒中值定理

泰勒定理：如果函数/(x)在%点具有直到"+1阶导数，那么存在%的某一

邻域。a石)，使Vxet∕(%,5),有
〃x) = /&) + A%)。F) + ^p⅜x -/』+ …+ ^⅛x - ％)” + 幻(力①

其中凡α)=笋粤(x-%严(彳在玉与χ之间)• • ②

说明：公式①称为/(X)的"阶泰勒公式，公式②称为"阶泰勒公式的拉格朗 

日型余项.在不需要余项的精确表达时，泰勒公式可写为

∕(x) = ∕(%) + 广(%)(x - %) + ' ；了(X - %)2 + …+ /『)(x-x0)" + o[(x-x0)λ]

其中d(x-%)"]称为"阶泰勒公式的佩亚诺型余项.

麦克劳林公式：令%=0,则得如下麦克劳林公式：

/a)=y(o)+r(o)x+衅^2+∙→E^∕+仁粤才9在o 与 χ之间)③ 

上式中令J =阿0 <e< 1),有等价形式如下：

∕(X)=∕(OMO)X+争 4∙→ 平 ∕+∙¼y ④ 

不需要余项的精确表达时，亦可写为

f^=f(^+f'(^χ+^χl+→^^χ,'+o^) ⑤

函数/(χ)的泰勒公式或麦克劳林公式的步骤：

(1)求出函数的各阶导数：r(x),r'(x),…，产5(χ),尸也)

(2)求出函数及各阶导数在点% (泰勒公式)或点0 (麦克劳林公式)处的函 

数值；

(3)根据题目要求及公式①®④⑤，写出所求.

研b⅞l求/(x) = ex的带有拉格朗日型和佩亚诺型余项的麦克劳林公式.

二、利用泰勒定理求极限

通圈求脸喀

∣318 函!!⅛i 求 K sιn%-xcosx 
tan3^
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画90≡^求吧问+尸.2

曲μ≡l 设吧∙Q+*)]αr+bχ2)=2,则().

• •*•・•••・・ 

*•#•«•••«<

(A) a = l,b = ~ (B) α = 0,6 = -2

(C) α = 0,6≡=-^ ①)α = L6 = -2

l + -x2 -71 + x2

•••♦•♦♦••

∣321求Um—2—— .......... .
x→0(cosx-e^)sinx2

座始抗求段cos^e=

^^ 若umsin6xy(x) R 则好史翌=().
Z→O d 5 /

(A) 0 (B) 6 (C) 36 (D) 9o

三、利用泰勒公式进行无穷小的比较

b24圜画 设当x→0时，e、-(0χ2+fec + l)是比炉高阶的无穷小，则( ) ••••••*••

(A)α = },b = l (B)α = l,b = l

(C) @ = _；,6 = 1 (D) a = -l,b = l

∣325圜!巡 试证明当x→0时，√i石-√i二支是X的几阶无穷小？

四、利用泰勒定理求高阶导数

1326酶阚求函数y = ln(l-3x)在x = 0处的"阶导数yw⑼.

五、利用泰勒定理证明不等式和等式 ..............

∣327t⅛⅛⅞⅜a 证明e*>l + x (x≠0).

• •••♦•♦••
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:：：：：∣328⅜1设函数/(x)在闭区间［-1』上具有三阶连续导数，且/(-1) = 0, 

::::: F(1) = L/'(O) = O,证明：至少存在一点火(-1,1),使得/"© = 3 .

；：：；：∣329⅛⅞设函数∕(x)在闭区间［0,1］上二阶可导，且∕(0) = ∕Q) = 0, /G)在 

:::::［0,1］上的最小值等于-1,证明：至少存在一点？e (0,1),使得/"g)》8 .

第四节函数的单调性与曲线的凹凸性

：：：：：一、函数的单调性

； 单调性的判定：如果函数/(x)在口肉上连续，在(a,6)内可导，

::::: 若/'(力>0,则/(力在口,6］上单调递增；

::::: 若/5-0,则/(x)在［a,b］上单调递减.

:：：：： 单调区间的分界点：单调区间的分界点只能出现在函数的不可导点或者导数为

：：：：：零的点(叫驻点)处.

一：；, 函数的单调区间的判定步骤：

::::: ⑴确定函数y = /(x)的定义域；

::::: ⑵求r(x),找出使ra)=o和ya)不存在的点；

::::: (3)用以上点将定义域分割为不同的小区间，在每个小区间上利用判定定理

：：：：： 判断函数的单调性.

:::::而二二讨论函数削="手的单调性.

：:：:：1331徵函当0<x<］时，证明不等式tanx>x + # .

：：：：：l^≡≡ 当x>0时，证明不等式ln(l + x)>*^

：：：：：∣333E⅜曲 设/(x)在(~oo,∙w))内可导，且对任意占用，当x1>2时，都有 

：：：：； /&)>/(%)，则()■

(A)对任意 x,∕U) >0 (B)对任意“,#(f) W 0

(C)函数/(-*)单调递增 (D)函数-/(-x)单调递增

∣334∣i警网 在区间(~∞,+∞)内，方程I""+∣x∣2-cosx = 0 (),

(A)无实根 (B)有且仅有一个实根

(C)有且仅有两个实根 ①)有无穷多根
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画E霞当a取()时，函数/(x) = V-3*-。恰好有两个不同的零点.：：

(A) 1 (B) 2 (C) 3 (D) 0

∣336E普耐若31-5b<0,则方程χJ2∕ + 3bx + 4c = Q().

(A)无实根 (B)有唯一实根

(C)有三个不同实根 (D)有五个不同实根

∣337^^l 设 ∕(x)为可导函数，且 Γ(x)>0,则尸(%) = /a)-/© 在(a,⅛］：： 
x-a “ .

内()•

(A)有极大值 (B)有极小值 ，：

(C)单调递减 (D)单调递增

1338蹄l⅜il 设x>0,常数α>e,证明(a + x)" <优** .

区^^^^ 设e<α<6<e2,证明In26_in2a>《(b-a). ,:

二、曲线的凹凸性 /

凹凸性的判定：如果函数/(x)在区间/内二阶导数存在，则

(1)区间I内f''(x) > 0 ,则曲线y = /(x)在区间/上是凹的；

(2)区间/内/"(x)<0,则曲线y = /(x)在区间I上是凸的.

凹凸区间的分界点：凹凸区间的分界点只可能出现在函数的二阶导数不存在

的点或者二阶导数为零的点处.曲线上凹凸的分界点为拐点.

曲线的凹凸区间及拐点的判定步骤：

⑴确定函数y = /(x)的定义域；

⑵求f"(χ),找出使尸(χ) = 0和/"(X)不存在的点(艮呵能的凹凸区间分界点);

(3)用以上点将定义域分割为不同的小区间，在每个小区间上判断曲线的凹。： 

凸性.

∣340∣I峨a讨论曲线/(χ) = χ5-x3的凹凸区间，并求拐点.

国重扈判断了(x)=∣l + sinx∣在区间卜,∣π)内的图形().

(A)单调递增，凹的 (B)单调递减，凸的

(C)单调递增，凸的 (D)单调递减，凹的
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∣342⅛⅜l!!⅛l 证明：当x≠y时，P『>e~Γ .

∣343曜耦设f(x)=∣*2-3X + 21,求曲线的凹凸区间和拐点,

∣344E⅛1⅜a若点(0,1)是曲线/(»=加+历2+e的拐点，则()

(A) α = 1/ = 0,c为任意值 (B) a≠0的任意值,b = 0,c = l

(C) α,b为任意值,c = 1 (D) α = l,⅛ = -3,c = 1

∣345∣⅞域血若 f(-x) = f(x) (-oo<x<+∞),且在(-oo,0)内 ∕,(x)>0, Γ(x)<0, 

则在(0,∙κo)内有( ).

(A) ∕'(x)>0J"(x)<0 (B) ιf(x)>0,∕(x)>0

(C) ∕,(x) < 0,∕"(x) < 0 (D)八力 < 0∕(x) > 0

∣346蜜田¾∕,(xo) = Γ(⅞) = O,Γ(⅞)>O，则下列选项正确的是()•

(A) ∕,(x0)是∕'(x)的极大值 (B) /(%)是f(x)的极大值

(C) /(%)是∕(x)的极小值 (D) (%,/(%))是曲线y = f(x)的拐点

∣347隆回I设函数/(x)满足关系/"(x) + [f(χ)]2=χ,且r(0) = 0,则下列选项 

正确的是()•

(A) /(0)是∕(x)的极大值

(B) f(0)是∕(x)的极小值

(C) /(0)不是/(x)的极值，(0,/(0))也不是曲线y = /(x)的拐点

(D) (0J(0))是曲线y = ∕(x)的拐点

:∣348^≡ 设函数/(x)在定义域内可导，y = /(x)的图形如图3-3,则导数

y = ∕'(x)的图形为( ).

图3-3
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一、函数的极值

极值的定义：设函数/(x)在%的某邻域C7(x。)内有定义，若对Vxe灰%),， • 

有/(x)</(/)(/(x) > /(%)),则称/(x0)为函数/(x)的极大值(极小值);点 - 

%称为/(x)的极大值点(极小值点).函数的极大值与极小值统称为极值，极大-'： 

值点和极小值点统称为极值点• ]

极值存在的必要条件：若函数/(x)在%处可导，且在%处取得极值，则；： 

/,(⅞) = 0 (即不是驻点).

极值存在的充分条件：

(第一充分条件)设/(x)在点%处连续，且在去心邻域灰/石)内可导，且：：； 

f'(%) = O 或/'(%)不存在•

(1)当 xe(%-3,%)时，∕,(x)>Oj 当 X6(%,% + S)时，∕'(x)<0,则 ∕(x)::: 

在为处取得极大值(左增右减=极大值).

(2)当 xw(λ⅛-6,%)时,/'(*)<0;当 *e(%,xtl+3)时，/心)>0,则 /(x)::: 
在%处取得极小值(左减右增=极小值).

(3)当xe6(x。,多时/，(*)不变号，则/(x)在%处没有极值.

(第二充分条件)设函数/(x)在点%处具有二阶导数，且/'(%) = 0 ,
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(1)若/"(%) < 0 ,则/(%)是极大值•

(2)若/"(%)>0,则/(%)是极小值•

(3)若∕"(%) = 0 ,则不能判断/(%)是否为极值.

求极值的步骤：

⑴确定y = /(x)的定义域；

(2)找出可能的极值点，即广(x) = 0及/'(x)不存在的点；

(3)根据第一或第二充分条件进行判断•

函9圜!!⅛l设函数y = /(x)在点4处二阶可导，且/(/)是/(x)的极大值，则以

下结论正确的是( )•

(A) ∕,(⅞)<θ (B)/'(%)> 0

(C) /'(%) = 0 (D) ∕,(x0) = 0 且 /'(飞)> 0

∣350t⅛H阚 求函数∕(x) = 2x--x3 +1的极值•

∣351B¾⅜1当x=时，函数y = x∙2、取得极小值.

∣352∣ii^i∣设函数/(x)在定义域(-∞,+∞)上连续，且其导函数的图像如图3∙4, 

则如下结论正确的是( ).

图3∙4

(A)函数/(x)有两个极大值和一个极小值 

(B)函数/(x)有两个极小值和一个极大值 

(Q函数/(*)有三个极大值和一个极小值 

(D)函数/(x)有两个极大值和两个极小值

∣353tii≡⅜ 设函数/(x)对一切X满足矿，(x)+3xLf(x)f=l-e7,若/α)=0 

(x°κθ),则().

(A) /(%)是函数/(x)的极小值

(B) /(/)是函数/(x)的极大值

(Q (χ0,∕(⅞))是曲线y=/W的拐点
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(D) 〃4)不是函数〃x)的极值，(/ J(x0))也不是曲线y = /(x)的拐点

∣354∣i整⅜⅜j设f(x)的导数在x = α处连续，又lim”x)= -1 ,则( ).
xτα % — 〃 7 ” ，＞

(A) x = "是函数/(x)的极小值点

(B) x = g是函数/(x)的极大值点 —

(C) (α J(α))是曲线y = ∕(x)的拐点

(D) x = a不是函数/(x)的极值点，(αJ(a))也不是曲线y = /(x)的拐点

畸加 设lim△引一,贝!!在x = a点处()
......f (X-a)

(A) /(x)的导数存在，且/(a)≠0 (B) /(x)取得极大值

(C) /(x)取得极小值 (D) /(x)的导数不存在

l⅞^^≡已知函数/(x) =求/'(X),并求f(x)的极值. 
［xe*+l,x≤O

1357痂⅜i⅜j设函数y = y(x)是由方程2y3 -2/ +29-，=1确定的，试求 

y = y(x)的驻点，并判断是否为函数的极值点.

画^^ 求。的取值范围，使函数/a) = /+3凉-勿-1无极值.

二、求函数的最值 。

最值的定义：设函数/(x)在区间/内有定义，x0∈/,若对Vxe/,有
/(χ)≤/(%) ( /(χ)≥/(%)),则称/(%)为函数/(x)在区间/上的最大值(最 ：

小值)；点方称为/(x)在区间/上的最大值点(最小值点).函数的最大值与最小 :：： 

值统称为最值，最大值点和最小值点统称为最值点.

求最值的一般步骤：设函数/(x)在闭区间［a,6］上连续，在(a,b)内可导.
(1)求/'(x),找到/(x)在Q6)内的驻点和不可导点. 三

(2)计算/(x)在以上驻点及不可导点处的函数值，以及端点处的函数值/(a) :「 

和 ∕(⅛).

(3)比较以上函数值的大小，求出最大值与最小值.

特别地：(1)连续函数/(*)在闭区间3切上单调，则最值必在端点处取得；
(2)可导函数/(x)在区间/内仅有一个极大(小)值，则该极大(小)值就：:

是最大(小)值:
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0：：：："：：二 ⑶在应用题中，根据实际情况可以判断最值存在，且仅存在一个驻点(没有

不可导点)、则此驻点就是所求的最值点•

，：∣359昌H!∣⅜il求函数∕(χ) = x + √i^⅛［-5,l］上的最大值和最小值.

二 ；；，∣36θE⅛ 作半径为r的球的外切正圆锥，求此圆锥的高"为何值时，其体积， 

…" ,… 最小，并求出该最小值.

∣36lES⅛h!某企业在一个月内生产某产品0个单位时，总成本C(0) = 60+ 200 
二:(万元)，得到的总收益r(0)= 120-0.0102(万元)，问在一个月内生产多少 

：:［「］:：；： 单位的产品获得的利润最大？最大利润是多少？

酶E整⅛|已知某企业的总收入函数为R(x) = 26x-2x2-4x3,总成本函数为 

JJ ' JJ J J " J C(x) = 8x + x2,其中x表示产品的产量•求利润函数、边际收入函数、边际成 

:：：：：；：1： 本函数以及企业获得最大利润时的产量和最大利润•

:工三、利用函数的最值证明不等式

二：：：- ∣363⅛¾崛设p和g是大于1的常数，且LL1 .证明：对于任意x>0,有

:∣364⅜il 设晚§ = 1,且/(χ)>0 .证明/(x)》x .

第六节函数图形的描绘

一、函数的渐近线

水平渐近线：若lim∕(x) = ∕ (或lim∕(x) = ∕或lim∕(x) = ∕ ),则直线 
X→∞ x→-<θ X-HOO

y = 4为曲线y=/*)的水平渐近线.

几何意义：曲线y = /(x)向左(或向右，或同时向左右)无限延伸时，/ω

，无限接近于直线y = 4 •
铅垂渐近线：若恩/(x) = 8 (或1皿/(X) = 8或lim/(χ) = oo ),则直线

x = x。为曲线y = /(x)的铅垂渐近线(其中8亦可以为他或R),

几何意义；曲线> = /(*)向上(或向下，或同时向上下)无限延伸时，/(x)
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无限接近于(不能相交、不能穿越)直线x = % .

斜渐近线：若蚣[f(x)-(ax +切=0,则直线y = ax + 6为曲线y = /(x)的斜 

渐近线.其中，α = lim出，6 = lim[/(x)-<w]. 8亦可以为+∞或-∞ .
X-÷∞ χ XT8

几何意义：曲线y = /(x)无限接近于(不能相交、不能穿越)直线y = ar+b .：.

∣365肉胸 求曲线y=* 的水平渐近线.

∣366U⅛!⅛!求曲线y =占的铅垂渐近线.

1§67崖幽 求曲线y = "；：；2的水平渐近线和铅垂渐近线.

∣368酶!⅛1求曲线y = 2-的斜渐近线.

∣369∣S爵械求曲线y = (2x-l)f的渐近线.

∣370E⅞⅛⅛a 当x>0时，曲线y = xs⅛Λ ().

(A)有且仅有水平渐近线

(B)有且仅有铅垂渐近线

(C)既有水平渐近线，又有铅垂渐近线

(D)既无水平渐近线，又无铅垂渐近线

∣3711⅞¾⅜¾ 曲线/(x) = xe?().

(A)仅有水平渐近线

(B)仅有铅垂渐近线

(C)既有水平渐近线，又有铅垂渐近线

(D)既有铅垂渐近线，又有斜渐近线

^^^ 曲线/(x) = ； + ln(l +吟的渐近线的条数为().

(A)0 (B)1 (C)2 (D)3

丽第圆曲线/(*) = /arctan的渐近线的条数为().

(x-l)(x+2)
(A)4 (B)3 (C)2 (D)1
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、二、函数作图

作图步骤：

(1)求出函数/(x)的定义域或者明确题目指定的区域；

(2)判断函数的奇偶性、周期性(由此可以缩小作图范围)；

(3)求渐近线；

(4)求了'(x)J"(x),找出作图的关键点：可能的极值点与可能的拐点；

(5)列表讨论函数的单调性和极值点及凹凸性和拐点；

(6)补充一些特殊点，如边界点、无意义点、与坐标轴的交点等；

一 ： (7)根据上面所获取信息作图.

∣⅛74⅛⅛!⅛i 作函数y = ^^∙的图形.

：:：一 ∣375⅛⅜j⅛作函数尸^^的图形.

第七节曲率

J W 一、曲率

: 定义：曲线上一点处的曲率是曲线在该点处弯曲程度的量度.

曲率在3种不同方程下的计算公式：

(1)曲线方程为y=y(χ)时，曲率K= ■】] ； 

(1+∕2A

:；::(2)曲线方程为匕励时，曲率k = M"(>"(吗回;

：：：：：： IE) 二―
‘: ⑶曲线方程为p=03)，曲率K=—2p"(e)-p(ey@l.

[√(9)+p 气9)p

∣376fl⅜峨I计算曲线9 = 1在点(1,1)处的曲率.

二、曲率半径与曲率圆

曲率半径：曲线在某点处的曲率半径0为曲线在该点处的曲率K的倒数，即

K

艇
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曲率中心：曲线y = y(x)在某点处的曲率中心坐标(α/)为 

y'(l + y") o l + y2

曲率圆：曲线y = y(x)在某点处的曲率圆为(x-α)2+3-A)2=" .

丽宜⅛l计算曲线h=°cos^在点%处的曲率及曲率半径•

[y = αsin t ....

隔圜i⅛J求抛物线y = 2f-3x+3在"(1,2)处的曲率圆方程.

∣379络曲 设p = p(x)是抛物线y = 6上任一点M(x,y)(x21)处的曲率半径，：：：：

s = s(x)是该抛物线上介于点4(U)与"之间的弧长，漳3pg-(当2的值. U



第4章

不定积分

第一节不定积分的概念与性质

:::一、原函数

定义：在区间∕上，若可导函数F(x)的导函数为/(©,即对任一XE7,有 

F'(x) = ∕(x)或 dF(x) = ∕(x)dx ,

：：： 则称尸(X)为f(x)在区间∕上的一个原函数.

:， 定理1：如果尸(X)是f(x)的一个原函数，则尸(x) + C是/(x)的所有原函数

：：：(其中0为任意常数).

；； 定理2：(原函数存在定理)如果函数/(x)在区间∕上连续，则f(x)在区间/

：：：上存在原函数.

:::∣380H⅜啊 设/(x)在(l,+∞)上的一个原函数为 ln(x + G二I),求 7'(x).

::：「381圜1阳设/(x)的一个原函数为lnx(x>0),则它的另一个原函数为( ).

…， (A) ln(αx)(α > 0,x > 0) (B) -lnx(x>0)

::: (C) ln(α + x)(α + x>0) (D) ^(lnx)2(x>0)

:::∣382E鎏翻I证明函数arcsin(2x-l)和2arcsin正是同一函数的原函数，并求出它 

们之间相差的常数.

；：：∣383曜⅜⅜ 判断函数尸(x) = * + " + ,Yo 是否是 〃x)= ［；［+l：：l 在

:. (-co,+∞)上的原函数并说明理由.

二： |384鼠雌I设尸(x)是/(*)在(。,6)上的原函数，则/(/+尸(Χ)在33上().

(A)可导 (B)连续 (C)存在原函数 (D)是初等函数
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砌瓯 设 ∕(x) = F' *>°, g(x) =卜sm^xwo,则在(田,+OO)上 

[cosx,x<0 o, x = 0
().

(A) /(x)与g(x)都存在原函数

(B) /(x)与g(x)都不存在原函数

(C)/(X)存在原函数，g(x)不存在原函数

(D) /(x)不存在原函数，g(x)存在原函数

二、不定积分的定义与性质

定义：函数f(x)的所有原函数，称为/(x)的不定积分，记为J/(x)dx.即如 

果尸(X)是/(x)的一个原函数，则

∫∕(x)dx = F(x) + C(C为任意常数).

求不定积分j7(x)dx时，结果切记要加上任意常数C.没有C,求 

出的只是一个原函数，而不是/(x)的不定积分.

性质1:积分运算与微分运算的互逆关系.

⑴(J7(x)改)=∕(x)或 dj∕(x)dx = ∕(x)dx .

(2) ∫/(x)dx = f(x) + C或 Jdf(x) = f(x) + C.

性质2：积分线性运算法则.

(1) ∫[∕(x) ± g(x)]dx = ∫ ∕(x)dx ± ∫ g(x)dx .

⑵ ∫⅞f(x)dx = ⅛∫∕W<^ (左 ≠0 且为常数)•

|386雇豳 设/(x)的导函数为sinx, C为任意常数，则不定积分Jf(x)dx = 

()-

(A) 1 + sinx + C (B) 1-sinx + C (C) 1 + cosx + C (D) l-cosx + C

∣387E喇设曲线经过点(e,T),且其上任一点处切线的斜率为也，求此曲线 

的方程 "

1388酸题 设函数/(x)在(-∞,+∞)上可微，则d(J/3dx)=( ),

(A) ∕(x) (B)∕(x)改 (C)∕(x) + C P) ∕,(x)dx

|389嬲嗣以下结论正确的是().

(A) d(∫∕(x)dxj = ∕(x) (B) (∫∕Wdx) = J∕'(x)dx



56 第4章不定积分

(C) ∫∕,(x)dx = ∕(x) (D) d(∫∕(x)dx) = ∕(x)<k

∣390Ei⅛⅛a在区间(a,b)内，若/'(x) = g'(x),则下列各式中正确的是(

(A) ∕(x) = g(x)

(Q (∫∕(x)dx) =(∫g(x)dx∫

(B)∕ω=g(χ)+ι

(D) ∫dT(x) = ∫dg(x)

∣39lEi⅛¾⅜¾ Jd[Jy(x)] =

|392|；套制设/，(sin?x) = cos(2x) + tan2x,当0<x<l时，则f(x) =____

：：：：：：：：三、基本积分公式

：：：：：：：： 基本积分公式是计算积分的基础，必须熟记.

一；：：：国3期-求不定积分J丘D^^ 一 "改.

'：：:：：；丽/喇求不定积分J cos2x 
si∩2χcos2χ

∣395B¾:题求不定积分『 l-2cosx 1-------------dx
l-cos(2x)

∣⅞⅛?回求不定积分］(击+于^
dx.

阿国融求不定积分 dx.

Π ： ： ： ： ： |398Eb前求不定积分(吕一萨，)改.

：：：：：：： 第二节 换元积分法

：：：：：：：一、第一类换元积分法(凑微分法)

定理：若J/(")dw =尸(") + C ,且" = 3(x)可导，则
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J g(x)dx=J∕[p(x)]d(x)dx =∫ ∕[°(x)]d0(x) P= ∫ ∕(M)dw = F(u) + C =* F[^(x)] + C. *

। 评注] ,∙-∙,∙...
用第一类换元积分法，首先要在被积函数表达火中确更一个复合函数 二二" 

/[0(x)],使函数/成为基本积分公式中的被积函数，然后观察剩余部分是否为：：：：：：：：：? 

d(x)dx,若是，则可直接凑微分；若不是，则需要通过恒等变形凑出"(X)dx.这：：：：：：：：：： 

类题目的难度弹性较大，务必熟记基本微分公式、基本积分公式以及常见的凑微：：：：：：:：：： 

分形式.

∣399圜卓胸求下列不定积分.

⑴隔矶工5改叫工 ；：：：：：：：：：

出0尊画求下列不定积分.

(1) J各 ⑵J噤"
⑶ ⅛T^ ：：：：：：：：：：[

∣401 B¾ii∣⅜!求下列不定积分.

(1) jx2e^dx

(3) f 产("≠1)

⑵J/ ……：：：

(4) ∫V(x2)∕,(x2)dx

∣402j¾,腻1求下列不定积分.

(1) ∫sin2x∞s2xdx

(3) ∫∞t3xcscxdx

(2) ∫ sin5 xcos2 xdx

(4) ∫ sin(5x)sin(3x) dr

∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙
1403可函求下列不定积分.

⑴ h⅛3*°) ⑵ J∑⅛
• •••♦♦♦♦••

Γ(α≠θ)

∣404战嗣求下列不定积分.

(1) ∫e^sec2xdx (2) ∫[^l-p

∣405t⅜i≡求下列不定积分.

小f一包_ f *

• ••«••••••

• •••••*••♦
小 r l+MX-^ ................................

j x√l-ln2x j xln%(l + ln(lnx))2 v ' ∙∣l + √ln2x ：：：：：：..«•
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∣406凰幽求下列不定积分.

⑴^』 ⑵J患答业⑶Pi号业

∣408槌!⅛j求不定积分J 9：:无改•

［4而雇画 求不定积分［尧i竺土 dx. 
J vsinx-cosx

∣411E鬻圜求不定积分/彳，了）dx.

∣413E踹a杯翩分『歹COSX改 

碗慝前求不定积分］把胃界）? dx. 

阿;g⅜j林定积分［云co? χ*
J 1 + cos x

∣416ESM求不定积分dx 2 .
J sm x + 2cos2x

l¾i7E^d求不定积分J券.

砌叫 求不定积分J毁若^改. 

砌睁I求不定积分Jx（二,x）dx.
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画墨飘求不定积分J 岩］.

反E^ 求不定积分J号:Ja"<k.

∣422E⅛耨I求不定积分［哒吧2dχ .
J sin(2x)

|423禺圈龌求不定积分f x + s'x吃?击
J (cosx-xsinx)

昭E⅞题求不定积分［cos2yinx也 

J cosx(l + esmxcosx)

I^E^ 求不定积分］—"dx.

∣426E⅞^⅜⅛ ¾∫∕(x)dx = ln(sinx) + C ,求 Jjζf(l-%2)改.

何E躁i证明卢3［y)∕G)dx=出尸+c.

二、第二类换元法

定理：设x = 9(f)单调、可导，且d(f)≠O, J∕[p(f)]d(f)dz =尸(f) + C,贝!| 

r F(f), p y∣α) ,
∫∕(x)dx = ∫∕[^(0]dM0 = ∫∕[^(0y(0dt=J7(0 + C = F[^^1(x)] + c, 

其中，0"(X)是x=9(f)的反函数.

常见类型

(1)被积函数中含J/-x2、4+a2、正-小之一,可分别采用三角代换 

x = αsinf (或x = αcosf )、x = atant (或x = αco")与x = αsecf.

(2)被积函数中的根式不具备平方和或平方差结构时，可试用根式代换：若只 

含症石或者J丝也,则直接令此根式等于匕若同时含病小和幅nz, 
∖cx+d

则令症工=乙其中4为加和"的最小公倍数.

(3)被积函数是分式，其分母关于x (或x-α )的最高次数比分子的最次数 

至少高两次，可试用倒代换x = l,以降低分母次数.

(4)被积函数含优及其寨时，可作指数代换a，=f；若被积函数含√7M,

则令77M = /去掉根式.
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：：：：：：：：：|428-二求不定积分.3J4-炉&.

• • • . ................. ∣429j¾H⅛l求不定积分Jj； 犷，

:::::::::∣43OB⅜* 求不定积分］J(：5歹(α>0)∙

* Φ9∙∙e∙*∙ r 改
• ∣431 B¾i⅞⅛⅜ 求不定积分 J ］ + #% q •

∣432g⅞⅞⅛j求不定积分］g:# •

：：：：：：：：： ∣433fl⅜∣喇求不定积分j9^A^dx∙

：：：：：：：：： ∣434B⅞j嗣求不定积分％^7・

∣436B⅞t⅜j求不定积分Jχ(£用.

∣437g⅞何 求不定积分J 造 ■

∣438∣¾^⅛i求不定积分J#:]^q)*•

：：：：：：：：1439e殖⅜i求不定积分J J2% 一/改

…. ∣440∣¾警⅜⅜求不定积分J ，jj勺2x •

• ∣441 E援i^ 求不定积分 J  ------2^j-----7 '
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第三节分部积分法

分部积分公式

定理：设"(A),V(X)具有连续一阶导数，则

J udv = MV - J vdw 或 juv,dx = wv -J vufdx.

选择U(x),心)的原则：一般按"反对塞指三”顺序，前为"后为K.即 

形如 ∫ Pn (x)eαxdx J p, (x) sin(αx) dx,∫ pn(x) cos(αx) dx 的积分，把 p” (x)当 “(x),

ecx, sin(αx), cos(αr)当 √(x),其中 p“ (χ)是〃次多项式；

形如 JPn(x)ln 汕^，JPnα)arctanxdxJpz,α)arcsinxdx 的积分，把 In %, arctan %, 

arcsinx 当〃(x) , p.(x)当K(x),其中p<x)是〃次多项式；

形如 J eαx sin(bx)dx J eαx cos(bx) dx 的积分，把 sin(Z>x), cos(bx)当〃(%),连续两

次把夕当"(X),分部积分后还原，求得原不定积分.

|442富ji嗣求下列不定积分.

(1) ∫ xe2xdx (2) ∫x2 cos Λdx (3) ∫(x2 - x)sin xdx

1443量触 求下列不定积分.

(1) j .： dx (2) Jln(x +Jd+l)dx (3) ∫arctanxdx

∣444p⅞a求下列不定积分.

(1) ∫e^x ∞sxdx (2) ∫xcot2 xdx

(3)设J∕(x)dx = (l + sinx)lnx + C ,求 j4'(x)dx∙

∣445f⅜瑞施 求不定积分Jxl∏α + l)dx∙

∣446昌j⅛⅛J 求不定积分 Jarcsin(x + l)dx∙

∣447⅛⅜⅛⅛i求不定积分J ：：^5*.

xcos4 倒 

∣⅞48B¾曲 求不定积分J 5苏:2分・

函9典1概 求不定积分J器*必.
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∣451 B⅜i!B⅝a 求不定积分 Je"sin(3x)dx 

|452傍耐 求不定积分JJ^+^dx. 

∣453B⅜⅜⅛⅛⅜ 求不定积分 J Jd - χ%. 

∣454Ei^^ 求不定积分Jxarcsinxdx. 

∣455KM≡I 求＞F定积分J^arctanxdx 

胸可3^^求不定积分J 2° ：工改。

∣457E躁j求不定积分jtLdx.

∣459[⅞g⅛j 求不定积分 j arctan 石dx.

[^15≡求不定积分]好喘产匕

|462瞄回设∕'(e*) = cosx,求 ∕(x).

∣463∣⅞i^⅜∣ 设"为自然数，A, = J sec"xdx ,

证明 ∕∙=mK + W2'" = 2W∙∙∙
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第四节有理函数的积分

定义：形如《外 的函数称为有理函数，其中2(X)和R,(x)分别为x的"次多- 

项式和m次多项式.

当fflW"时，与/称为假分式；当加>"时，里包称为真分式，

_ δmω αα)
ΓTO
「kt(l)因为假分式总能化为整式和真分式之和，整式可以逐项积分，所： 

以讨论有理函数的积分，只需讨论真分式的积分.

(2)对于有理真分式，常用下述命题先将有理真分式化为部分分式之和，再用待定： 

系数法或减值法确定部分分式之和的待定系数，最后分项积分求出积分结果.

命题1：若分母中含斤重一次因式(x-α>,则有理真分式的分解中对应有左： 

项的和，L_ + _A_^+…+上y；当左=1时，只有一项」.

x-a (x-dy (x-α) x-α
若分母中含左重二次因式(x2+∕ + qy ,则有理真分式的分解中对应有力； 

项的和 竺+G +卜X+G …+ "+α ；当后=1时，只有一项。
x +px + q (x + px + q) (x + px + q)

3x + C 
f + pχ + q

命题2：任一有理真分式的积分都可化为下述4种类型的积分：

⑴]2_改；⑵ jrJvdxM3)j Bx + C 改;J 麻 + C dχ.
Jχ-α J(%-α) j x + px^q j (x + px + qy

其中4B,C为待定系数，⅛>1, p2-⅜<0.

∣464EI⅜回 求不定积分]工门改・

1465圈函求不定积分]播瞪7曲

|466圈哂 求不定积分［—2∕T + l_ dχ 
J (x + l)(x - 3)(* + 2)

|46>豳巡求不定积分J[j ]y dx.

∣468⅛M 衣5初分J高^f*.
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:：. > |469腹求不定积分 —...... .
1j(√+iχi + 2x)

:::：：∣470圜函求不定积分j式；；5g.

回通求不定积分1号大.

J ∙ J JJ ∣472ES≡j 求不定积分严；j?：；+ 5 dx .

：：：：：≡≡求不定积分J(χJ + 2严

:::::I^E^ 求不定积分］哈?改.

：：：：： ∣475gi^ 求不定积分J言7.

∣476∣¾^i 林定积分J∙:产 dx.

® ® » » ∣477∣i^^求不定积分J产］.

综合提高题

::二：碰图回下列说法不正确的是().

:::::(A)一切初等函数在其定义区间内都存在原函数

:::::(B)不连续的函数也可能存在原函数

:::::(C)奇函数的原函数都是偶函数

:::::(D)偶函数的原函数都是奇函数

:::：:|479疆⅛!设/(x)在闭区间［"力］上连续，则在开区间(a,6)内，/(χ)必有(

::::(A)导函数 (B)原函数 (C)最大值或最小值 (D)极值
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∣48θg≡^已知函数/(x) = [2，T)，x：l则∕(χ)的一个原函数是(

'---- [lnx, x》l

(A) F(x) =卜x-M *<1 (B)尸(x) = [αT>' "<1
[x0nx-l),x≥l [尤(lnx + l)T%Nl

(C)F(x) =卜一抽 * (D) F(x) = [(xTL x<l
[x(ln x +1) +1, x ≥ 1 [x(ln x-l) + l,x≥l

∣48lB¾^ 求不定积分J 学工dx.

∣482图函求不定积分J宣器dχ.

∣483翳曳求不定积分（（：：:5*.

∣4S4翦⅛⅜求不定积分J、：篇■改•

∣485g^⅜j 求不定积分 J e?" arctan Je" - kk ∙

∣486^i⅜⅜求不定积分J x + sinxcosx

∣4g7房囱求不定积分J

(xsinx + cosx)2

_____ dx_____
sin(2x) + 2sinx

∙dx.

^≡求不定积分J17右=也

胸^⅛i求不定积分J*±^dx.

∣49oy¾a⅜ι求不定积分产osX一跑二.
,----- J cosx + sιnx

画曲求不定积分J而鼻改.

∣495g^⅛i求不定积分3 ；］工*，
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∣493隆⅝⅜l求不定积分J沫*

∣494制题求不定积分J空二改，

(1 +支

禽5窗⅛a求不定积分f—用「 
jl + ef+ef+e'

∣496隆越I求不定积分f............ -............dx.
J (2 + cosx)sinx

∣497窗斜 求不定积分J字字dχ.

∣498穿函设y(x-yf =x,求不定积分∫―g-dx.

匝^^^^ 设/(sin?, ^ f_^_ f(χ)dx. 
sinx j √l-χ

∣500宴⅛⅞ 设J∕(x)dx = e'+C,求j√"(x)dx.

∣501 ^^⅜j ⅛∫xf(x)dx = arcsmx + C ,求 J∕(x)dx.

1502爵拜 设Jr(e')dx = -(l+x)er + C, /(1) = 0,求 ∕(x).

∣503g⅜i⅜¾ 已知∕(x)连续，∕'(x)≠0,

≡∕^-^> = ≡÷-

∣^^¾^ 证明 f---------- 1——g = - J JC°sx-6二+ C
J (αsinx + ⅛cosx) α +b αsinx+⅛cosx



第5章

定积分

第一节定积分的概念与性质

一、定积分的定义

定义：若函数/(k)在闭区间［4 0上有定义，且a=%<%1<%2<3<%〃 = 6,： 

则数f/(x)dx =照*>d)■(其中%<自<%,必=升-%，4 =麟｛包｝) 。 

称为函数/(x)在区间［a,b］上的定积分. ：

几何意义：若连续函数〃x)》0,定积分f/(x)也表示由曲线y=f(x),直线： 一 

x = % x = b(α<b)以及x轴所围成的曲边梯形面积S.即S = f/(x)dx.

二、定积分的性质

规定：⑴ f∕(x)dx = O ;(2) ∫7(x)dx = -∫√Wdx∙

性质 1：(线性性质)f［a/(x) + Ag(x)］dx = aJ：〃x)dx + ?J：g(x)dx.(a/ 

均为常数).

性质 2：(区间可加性)£7(x)dx = J：/(x)dx + J：/(x)dx.

性质3： ［ldx = j"dx = b-α.

性质4：若∕(x) >0, x≡［a,b］,则£∕(x)dx≥0.

推论 1：(比较性质)若/"(X)w g (x), x ∈ ［a, ⅛］,则 J： ∕(x)dx ≤ J： g(x)dx.

推论2：(/⑴改卜口/⑴也.

性质5：(相值定理)展M和/是/(x)在区间［a,⅛］上的最大值与最小值，则 

m(b -。) W J：∕(x)改 ≤ M(b - a).
性质6：(中值定理)设函数/(；)在区间［a, ⅛］上连续，则在［a, ⅛］上至少存

在一个点0，使得 f/(x)* = /(^)(⅛ -a) •

/e)=/后，/a)曲称为函数"力在区间也司上的平均值.

w7⅛(B)0

).

(A)arcsinx
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|506械耐 利用定积分的几何意义，求。"≡7dx.

∣507宣;≡利用定积分的定义，求极限胞("+宗+

国通!M利用定积分的定义，求极限J⅛∣ n + l + w + 2+

∣509圜!⅛!利用定积分的定义，求极限吧］

叵亟值下列各选项中满足，［ ≤∙ζ的是()•

(A) 71 =∫o'x2dx,Z2 =£加 (B) Z∣ =∫θxdx,Z2 =∫θtanxdx

(C) Z1 =∫ι2lnxdx,Z2 =∫ι2ln2xdx (D) 71 =∫θexdx,Z2 =∫θ(l + x)dx

1511昌啊 设/1=口1+炉改,Z2=∫θ√l+√dx ,则/r⅛4的大小关系是().

(A)71>∕2 (B)71≥72 (C)71<Z2 (D)∕,≤72

|512 匿⅛!⅛j∣ 估计定积分 / = J； (1+COS2 x)dx 的值.

∣513∣i套函 估计定积分/ = ∫0, -y== dx的值.

画^^^^^设1=］7也^改，证明冷w/w乎

∣515E罂魏 设/(x)在口, 6］上连续，在Q 6)内可导，且含户/(工)<k=/Q). 

证明在Q⅛)内至少存在一点以，使得/'G) = 0. -"

∣516EiM函 设/G)在［α,6］上连续，在(α,b)内可导，且_f(x)《0. 

证明尸a)=±(7(f)也在3,①内满足尸'(x) ≤ 0.

∣517嬲B⅛i求函数∕(x) = j4-χ2在［-2, 2］上的平均值.
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第二节微积分基本公式

一、积分上限函数及其导数 ::

设函数/(x)在区间［a,b］上可积，则称

0(x) = J： /⑺必 x ∈ [a, 6]

为积分上限函数或变上限积分函数.

定理1：如果函数/(x)在区间［a/］上连续，则积分上限函数0(x) = ［/(f)d， ::

在口用上可导，并且 ：：：：：：：；

0'(x) = 2ff(t)a = ∕(x),xw[a,b]∙ .:

定理2：(原函数存在定理)如果函数/(x)在区间［a用上连续，则函数

0(x) = ［/(t)M是〃x)在［a,ft］上的一个原函数.

|518昌腿1 设f(%) = /sinx2jx ,求* 臬 ^- ::

∣519B⅜fi嗣设y = J： J1 + *曲,求*

3≡设尸J⅛⅛'求%

_ 「COS产业 ：：

∣521 求极限一■ :::::::

— fx arctan Zd∕ • •
∣522∣S⅛⅜ 求极限 Hm—~了---- • * *

∣523∣g^^ 求极限 limq~∕~ ∙ β • :::::::

∣524∣⅞宿I求极限 £"：「‘)",其中/(X)是(fθ,+a>)内的连续函数•

,——」 fx(arctan∕)2d∕
152a求极限lim J。--—. • •

…√i+7
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。1526圜!!⅛!求由J：e@ + J；cosfdf = 0所确定的隐函数的导数^.

：：：；；∣527∣⅞鎏期 设函数〃*) =『/df (~∞<χ<+oo),求∕(x)的单调区间，并判断

：：：：： 其奇偶性.

;∣528睡 1⅛a 设函数∕(x)连续，p(x) = j■:叭f)dz,若然 1) = 1, "(1) = 5,求/(I).

；；；∣529⅛⅞∣设函数∕(x)在[a,勿上连续，且∕(x)>0.

::::: 证明方程J：/(Z)⅛ + Γ^)=0在区间Q方)内有且仅有一个实根.

：：：：：二、牛顿-莱布尼茨公式

: 定理3：(微积分基本定理)如果函数F(x)是连续函数/(x)在区间口,切上的
•; * J ∙ T原函数，则

∫7(x)dx = F(x)∣^ =F(b)-F(d).

::::: 此为牛顿-莱布尼茨公式，也称微积分基本公式.

‘二；质圜曲求定积分g/dx.

:::::日31酬阳求定积分f^Jdx.

:::::≡≡ 求定积分J°'τ^∙

：：：：：f^≡国求定积分C∣2-x∣dx∙

‘：：：胸凰酬求期分办inχ∣dx.

。：西E霞 设/G)=像X :：:：；，求积分上限函数P®Wa)出在Q2]

1536睡耨! 设/(x) = /7 + 川-打：/⑴*，求∫θ/(χ)dχ.
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［B37∣i塞触 设於)在［0,1］上连续，且满足/(*)=可:/0)也-1,求J；/(x)dr及/(力. 0 ° .今0 6

e∙e∙∙∙∙*
砌图画设小+斗求「/(x)<k. e∙∙o*∙∙a

1 X) 1÷X4 J2

第三节定积分的换元积分法和分部积分法

一、定积分的换元积分法

定理1:设函数/(x)在区间［a,切上连续，若函数X =双。满足条件：

⑴ *(a) = a,9μ)=5;

(2)0(f)在区间［a/ ］(或£ a ］)上单调且具有连续导数，

则 f∕(x)dx = r∕[9(f)]*'(f)dZ. e • ••••••••

常用公式 . . 0 0 0 …3

(1)设函数/(x)在区间［-a, a］上连续，贝1」 ∙∙.∙∙°∙*

［0 当/(x)为奇函数时
∫>)dx = W(x) + ∕(τ)]dx%∕(χ)dx 当用)为偶函数时•

(2)设函数/(X)是以T为周期的连续函数，贝!］ • •••••••

『r/(力改=J：/(x)*；f"(x)dx = ―— •

∣539B⅜K⅞⅝a ∙Jf^,∕^dx.

∣54θB⅜雌a ff^∫θx√3-2xdx.

∣541 舅；K⅞⅜j if#「一, 1 -dx. 
Ji x√l + tax I i® 9 ：

O 。 — Q <'

|542鼠前 计算f ( 里dx.
—j-1√l + xejf

∣543fl⅜⅛¾ 计算(3 '2-9%2改.

∣544面H!≡计算广J 2 .
9 >

QAGeG∙e6
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∣545tf⅜H!≡ 计算 J：立二ldx.

：：：：：：|546—计算 J；才 f •

|547融南 计算gj2x-χ2*.

|548|；整⅜! 计算 Jj2jl-e2，dx.

∣549KS 设/(x) = {：+ Nt 求f∕(x-2)dx.

∣550*⅛⅜ 设 ∕(x) = ∙
-±≤x≤∆

2 1 2 , ^∫12∕(x-l)dx.

2

∣55l∙⅜⅛ 设连续函数f(x)满足J：f(x-f)(k = eZ-l,求定积分［∕(χ)dx.

|552隆回设/(x)是(-8 , + 8 )内的连续函数,且满足f7(χT)fdz =炉-x-l, 

求 ∕(x)∙

≡≡ ιmCE⅛⅛-{)ι

∣556［⅞U 求，］CθsxarccosMk.

dx.

1557繇翻I设"=从*^+f)，1=上卜/"吟+4+1))"，

........................ P = j∖(tan'x + e*cosx-eTcosx)dx ,贝!|有(

................................(A)P>N>M (B)N>P>M (C)N>M>P (D)P>">N
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西踵^^^计算Jj∖∕l-sin2Xdx.

∣559E⅛¾⅜¾ 计算 J+πsi∏2 x(tanx + l)dx.

∣560^^ 设f(x)为连续函数，证明⑴「/g也汾也=上外^X粒；

(2) J： xf (sin x)dx = π∫J /(sin x)dx ,并由此计算定积分

4 = f • 2呼"一-("为正整数).
Jo sm x + cos x . ............................

二、定积分的分部积分法

定理2：设" =〃(k), y = y(%)在区间［a, 6］上连续可导，则

^buv,dx = 〃v|： - J%'vdx 或 ∫*wdv = 〃v|：-『vd〃.

∣561 ⅛⅜H⅝⅜a i+^[ln(l + χ2)dx. :::::::::

∣562 座阿 计算[arcsinxdx.

∣563屋用3⅞⅜ 计算J*arccosxdx. :::::::::

回皿咿f瞿号也 ：：：：：::::

∣565 E 的⅜1 if# ∫J e^x sin(2x)dx. .•

∣566E^⅜j i+#£e^dx. ：：：：：：：：：

∣567E⅞^^j ∫θ j 厂 dχ.

∣568睢询阈计算jarctanJ如-ldx• ：：：：：：：：：
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;|569E吟I计算怡e'.

。∣570 雎飘 计算 J：4cos4dr、

；∣571⅛⅛≡ 设∕(O) f∕⑵=3, ∕Q) = 5,求 fχ∕")改.

:∣572∣⅛¾⅜a 设尸(x) = j2"ertl'sintdr,则尸(x)为().

• (A)正常数 (B)负常数 (C)恒为零 (D)非常数

:∣573E塞¾a已知/(x)的一个原函数为产,求，也乎也改.

。∣574^⅜⅜¾ 设∕(x)连续，5. ∕(x) = λ + 2∫J ∕(x) cos xdx,求 £/(x)dx.

:∣575⅜¾ 设f(x) = ∫θ^⅛,计算£∕Wdx.

:∣576B⅞⅜1设/(Χ)=,产学，求(//(月改.

":∣577^⅛j 设∕(x) —阶连续可导，且/(x) = x-「/'(/)cosd,求J»(x)改.

第四节反常积分

：一、无穷限的反常积分

定义1：设/G)在［a,+8)上有定义，且在任意有界区间［a,勿上存在定积

» •分 J： ∕(x)dx,定义

『∕ω^=iι⅛∫>ωdχ ；

一 定义2：设/Q)在(- 8 ,川上有定义，且在任意有界区间［a,切上存在定积

•分c/(")改，定义

二/(χ)改=,吧f/")改；

定义3：设/G)在(-8 , + 8 )上有定义，定义

J二/("=£ /⑴5+r /⑴改=a¾0∫√(X)改+眶J：/⑴改•
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定义1和定义2中若右端极限存在，则称该反常积分收敛，否则称为发散；,：：： 

定义3中要求右端的两个反常积分都收敛，贝"二/(χ)dx收敛.有一个发散，则，：：； 

匚 /(x)dx 雌.

二、无穷限积分的性质 ::::

性质1 ： J:/(X)疝与r/(x)dx具有相同的敛散性.

性质2: J:A7(x)dx/≠O为常数)与r/(x)dx具有相同的敛散性.

性质3：若「7@)也与「g(x)dx均收敛，则rL∕∙(χ)±gα)]dr收敛，且：：：： 

「° [∕(x)± g(x)]dx =『∕(x)dx ±pg(x)dx.

汽m广a [p>i,收敛,„ 尸 - [p>],收敛 ：：二
常用缘仑∙L 7k],发散(。>0)； 1 曲(p≤ι.发散(a>1)- ：：：： 

在实际计算中，反常积分可按照定积分f/(x)dx = F(x)e的计算方法进行，：：：： 

只不过要将尸(b)或尸(a)改作触/(x)或举。/(x)即可.定积分的换元法和分部：：：： 

积分法在反常积分的计算中磁质. 一 ”：：：

三、无穷限积分敛散性的判别 “:

比较判别法：设0W/(x)Wg(x),则有： ，：：：

(1)当JJg(x)dx收敛时，『/(办改收敛； ....

(2)当 ∫*°∕(x)dx 发散时，£ g(x)dx 发散.

屈^⅛⅞鼬下列反常积分中收敛的是().

^  ̂ <≡)J:> ©『盍曲。/》

S9虎鹤漳广号_立.

!580酬倒 i+#P_J——dχ.
J→o x'+4x+5

画直胆修广尧. ：：：：

施E¾耐 H# 广------⅛=≈dx.
卜(x-1)4√√≡2^

∣583f⅛⅞¾l itnΓ^-dχ.
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∣584∣¾⅛⅜⅛l 计算『min卜,;}dx.

∣585[⅞^^ 计算 I （匿y dx •

≡≡计算J⅛

回通计算ru⅛dx∙

∣589fi簟就关于JRsin(2x)∙e'dx ,下列结论正确的是( ).

(A)取值为0 " (B)取正值 (C)发散 (D)取负值

∣59oB⅝n⅞⅜a判别J；\-dx的敛散性.

∣591 E疑a判别『e" dx的敛散性.

∣592g⅜¾⅞a 求 C 的值，使 lim (也］=「I'd"

四、无界函数的反常积分

如果函数/(X)在点X = X。的任一邻域内都无界，则称点X = %为函数f(x)的 

瑕点，无界函数的反常积分又称为瑕积分.

定义1：设/(*)在(a,b］上有定义，且在任一区间［a + e,6］上可积，其中£>0, 
且嗔/(x) = 8,定义

f∕α)g}⅛f∕(χ)改；

定义2：设/(力在也6)上有定义，且在任一区间［a, 6-可上可积，其中6> 
.0,且吧∕(*)=8,定义

1：/a)a=%『/(9；

: 定义3：设/(%)在［a, C)及(G b］上都有定义，且在任一区间应C - 8］及［C + 8,
:切上可积，其中£>0,且呼/(%) = 8 ,定义
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∫6∕(x)dx=J°∕(x)dx + ∫t∕(x)dx = lim∫° "∕(x)dx+ Hm,J[ ∕(x)dx.

定义1和定义2中若右端极限存在，则称该瑕积分收敛，否则称为发散；定义3 ；；：： 

中要求右端的两修积分都收敛，则f/(x)dx收敛 有一个发散，则f/⑴也发散。：二

瑕积分的性质、计算方法及敛t⅛的判别均与无穷限积分相类友.

|593≡≡下列积分()是反常积分.

(A"；手改 (B)Jι>xdx (C)∫*^ (D)∫⅛dx

∣594⅛⅜fi宿 ∕ = (xln2χdx是(

(A)定积分且值为g

(C)反常积分且发散

腐圜!⅛i计算口产2 •

回6噩回计算J⅛⅛∙ 

阿ES≡j讨论瑕积分fU⅛7 

∣598ES^i 计算 rA^Jdx∙

函y^≡设函数/(X)=. a-y 

xln"+∣ 
( )• 

(A)α<-2 (B)α>2

∣6oog^⅛a下列计算正确的是(

^>^^7^=°

(B) ∫4^sinxdx= Um ∫ζsinxdx = 

9工― 

(D)∫fx⅛-dx = rf∣‰∣rf

(B)定积分且值为】 

4
(D)反常积分且值为g

的敛散性.

I， l<x<e
,若反常积分Jf7(x)dx收敛，则

(C) -2 < α < 0 (D) 0 < α < 2

).

=Um (-cos%「J = Um [cos(-Z>) - cosb] = 0



定积分的应用

第一节定积分在几何学上的应用

一、直角坐标系下平面图形的面积

1. X型区域：图形曲边是关于X的函数.

X型区域的面积计算口诀是"以上、下曲边的函数差作被积函数”，该分割 

时就分割.

由 y = f(x),y = g(x)(∕(x)》g(x)),x=a,x=b(a< A)所围成的平面区域(图 6-1) 
的面积S = f[∕(x)-g(x)]dx.

:：j当 g(x) = 0 时，由 y = f(x),y = 0(∕(x) ≥ 0),x = α,x = b(α < 6)所围 

:。 成的平面区域为曲边梯形(图6-2),面积S = f/(x)dx.

::(2)若在[a,b]上，图形的上曲边或者下曲边不能用同一个解析函数表示 

::(图 6-3),则从x = c 处分割，面积S = £V(x)-g(x)]dx + J：[g(x)-/(x)]dx.

.。2. y型区域：图形曲边是关于7的函数.

y型区域的面积计算口诀是："以右、左曲边的函数差作被积函数”，该分割 

时就分割.
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由 χ=v(y)∕=e(y)3(v)》9b)),y=c,y=d(e < d)所围成的平面区域(图 6-4(A)) 
的面积 s=f M(y) - e(y)]⑪•

图6-4

Γ>⅛J ;
\^αt若区域的右曲边或左曲边不能用同一个解析函数表示，也需要将平，一 

面图形分割后再分别列式计算(图6-4(B))-

3 .计算平面图形面积的步骤. ：：

第1步：画出围成平面图形的曲线，确定平面区域.

第2步：计算出必要的交点坐标. ：：

第3步：根据平面图形的特点，选择平面图形的区域类型(尽量不分割)."： 

第4步：确定平面图形的上、下曲边或者右、左曲边，列式计算.

∣601圜⅞1求曲线y = 4,y = O,x = 4所围成的平面图形的面积.

∣602p⅜⅞l求曲线X=6、直线y = X+l,y = l与x轴所围成的平面图形的面积.；：

∣603⅜¾li⅝aj求曲线y = x3与直线y=x所围成的平面图形的面积.

∣604⅛M⅞j求曲线y = -√+4与直线y = -2x + 4所围成的平面图形的面积.

∣605j⅜SI≡ 若曲线y = G(a>0)与x轴及直线x = 3所围成的图形面积等于6, 

求常数。.

∣⅞5iW⅛j漳由曲线y = 2,和直线x + 2y = 2,x = 2所围成的平面图形的面积.

|607E蛔 求曲线y = x2-x与Χ轴所围成的平面图形及直线y = 2x + 6、曲线

y = x2-x、"轴在x>l时所围成的平面图形的面积之和,
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:.∣608E图⅜!求y =炉在点(2,4)处的切线与y = -/+4x + l所围图形的面积，

…：：：|609好耐计算由/=9-x,直线x = 2及y = -l所围成的平面图形上面部分 

”一. (面积大的那部分)的面积.

|610EW¾a计算由曲线y = xcos(2x)(θ ≤x≤^和直线y = 0所围成的平面图形

。。： 的面积.

:∣61lEi^⅜l 求由曲线y = e%yWl), y = eT(yWl)和直线x = l, x = -l, y = 0

, 所围成的平面图形的面积.

,匝纯^^窗求由曲线y = xlnx和直线y = x ,y=0所围成的平面图形的面积.

回身^^用求由曲线y = sinx , y = cosx和直线x = 0 , x = 2π所围成的平面图 

形的面积.

叵^4E黜⅛1求由曲线了 =/，-+产=2和直线y = 0所围成的平面图形的面积.

■ 鬻物设由抛物线y = 4x4,y轴和直线y = b©>o)所围成的平面图形的面 

积是仅由抛物线y = 4x-*2及直线y =分所围图形面积的一半，求氏

∣616E⅛≡直线y = x将椭圆，+3/-6y = ()分成两部分，求直线下方的面积S.

∣617^j^已知抛物线y = p/+"(其中p<O,q>O )在第一象限内与直线 

x + y = 5相切，且抛物线与x轴所围成的平面图形的面积为S.

(l)p和g为何值时，S达到最大值？

(2)求出此最大值.

∣618g⅜t⅜l在抛物线7 = /(0w*w1)上找一点ρ，使过点P的水平直线与抛物 

线以及直线x = 0 , x = 1所围成的平面图形面积最小，

∣619^⅛求两抛物线y=公，> = -/+4x-4的公切线，并求此公切线与此二 

抛物线所围图形的面积.
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∣620^^设抛物线y =仆2+笈+(；满足下列两个条件：(1)过(0,0)和(1,2)两点，：二」二 

且α < 0 ;⑵与抛物线y =-/+ 2X围成的图形面积最小，求。也c.
.

6O3 00∙∙∙

二、极坐标系下平面图形的面积 .”…C ,。。

计算公式

1.若平面区域0是由曲线r="6),6 =a,6 =月3<6)所围成(图6.5),则面积：： ； 」

2.若平面区域0是由曲线r=((6)/ =弓(6),6 =a,6 =/3<夕)所围成，如图6.6, 

则面积S=；r (4⑼-片(e))de.

匚二?(1)极坐标下计算平面图形的面积有两个关键：

第一是围成平面图形的曲边r = r(6*)或r = 4(j),r=4(9)等；

第二是平面图形的角度6的范围.

(2)记住一些极坐标下的常见曲线的图形：心形线、双纽线、对数螺线和阿基 

米德螺线等.

|621摩瞬|求曲线p = acose + b(b∖α>0)所围图形的面积.

1622睡耨1求由曲线p = 。si∏e, p = a(cose + sine)(α>0)所围图形公共部分的 

面积.

三、用参数方程表示的曲线所围平面图形的面积

计算公式

设曲线Z的参数方程为'= '('),"W,Wy0,其中x(f), MD都连续， 

l^=X0
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1、当券(t)20∖ M。可导，x,(∕)>0 ,且x(α) = α,MA) =方时，由 ％ = 〃,％ =瓦工轴 

及曲线L所围图形的面积为S = J： /(x)dx = J： J⑴£(。也.

其中y = /(χ),χ €也"是L的直角坐标方程.

2.当 x(r)20, y⑴可导，y'(f)>O,且j(α) = c,y(P) = d时，由ywc,p=d,y轴 

及曲线L所围图形的面积为S = /∫x(0/ω^.

上述两个公式可以由定积分换元法得到.

^≡求旋泣{£二黑-,S。)与通所围平面图形 

的面积. I

∣624Em押设P为曲线
{y-Z⅛2√ ’e[0,自上一点，该曲线与直线0p及x轴

所围成图形的面积为S,求函数号取得最大值时点P的坐标.

四、旋转体的体积

计算公式

由 x = 0,x = b(O<G<b),y = ∕α)(∕α)>O),y = O 所围成的曲边梯形(图 6-7) 
绕x轴旋转一周而成的旋转体的体积为匕=fπ[/a)fdx ,

绕y轴旋转一周而成的旋转体的体积为Vy = 2π/V(x)dx.

由y = Cj = d(0 < c < d),x = e(y)3(y) > 0),x = 0所围成的曲边梯形(图6・8)绕 

y轴旋转一周而成的旋转体的体积为％ = J： π[^(y)]2dy , 
绕%轴旋转一周而成的旋转体的体积为匕;2兀，y93)®.

由 x = @,x = b(0 < α < b)9y = fi(x)9y =人Q),(Λ(%) >ZW> 0)所围成的平面图形

(图6.9)

绕X轴旋转一周而成的旋转体的体积为
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匕=f神人(x)f改一 J：网工Wl2*=π∫* [疗(X)一 /2俊位.

绕y轴旋转一周而成的旋转体的体积为

吟=2nJ：班(x)dx - 2π∫* xfi (x)dx = 2兀「耳人(%)-工(x)]dx.

|625酬嬲 计算曲线^-^ = 14=±3所围平面图形绕y轴旋转而成的旋转体的 

体积.

∣626圜阈 计算曲线9 = 3,x + y = 4所围平面图形绕x轴旋转而成的立体体积.

∣627≡≡ 计算曲线y = e-*在第一象限中的部分分别绕x轴和y轴旋转而成的旋； 

转体的体积.

1628圈!斜 计算曲线y = e*,x = O,x = -l及x轴所围平面图形绕y轴旋转而成的。 

旋转体的体积.

向腐!⅛i计算曲线x2+(y-2a)2=α2(α>0)所围平面图形绕χ轴旋转所得的旋。 

转体的体积.

∣630E鹤勃过原点作曲线y = lnx的切线，求由切线、曲线及x轴所围平面图形 

分别绕x轴和y轴旋转所得旋转体的体积.

∣631 Ei^⅜a曲线y = xe^x(0≤x< +∞)绕x轴旋转一周所得延展到无穷远的旋转体 

的体积.

∣632段囹⅜a求y = J1-(x-2)2与y =炉-4x + 3所围平面图形分别绕x轴和y轴 

旋转一周所得旋转体的体积匕和匕•

感设曲线卜= 8S?,求曲线所围的平面图形绕直线y = l旋转所成旋转 

体的体积.1…山’

∣634^^过曲线y=夜上某点Z做切线，使之与曲线及丁轴围成的图形面积 

为^，求⑴切点4的坐标；(2)过点/的切线方程；(3)由上述图形绕x轴和 

绕y轴旋转所得旋转体的体积.
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|635图回设曲线方程y = e-，(x>O),⑴把曲线y=尸(Χ》0), x轴，y轴和 

: 直线x = J(J>O)所围成的平面图形绕x轴旋转一周，得一旋转体，此旋转体

的体积为0(9,求满足，9)=；既/0)的a; (2)在此曲线上找一点，使过

: 该点的切线与两个坐标轴所夹平面图形的面积最大，并求该面积S.

；五、旋转体的侧面积(旋转曲面面积)

计算公式

1.由曲线y = /(x),aWxWb绕x轴旋转而成的旋转体的侧面积

S = 2πC∣∕(x)∣Jl + L∕∙'(x)fdr.

：2.由曲线x = p(y),cWyWd绕p轴旋转而成的旋转体的侧面积

$ = 2πf | φ(y) |「+ —②® •

:3.曲线方程为]=0?,aWfW/,且x()≠0,则该曲线绕x轴旋转而成的旋 

转体的侧面积 s = 2π∫∫∣ y(f) | J[f(f)]2 +[/(切2也.

4 .曲线方程为]:"g,aWf≤A,且V(f)w0,则该曲线绕y轴旋转而成的旋 

=ΛV?

转体的侧面积 s = 2π∫∫∣ x(f) I y∣[x'(t)]l+[y'(t)fdt.

∣636l⅛H回 摆线的绒C⅛程为x = a(f-sinf),y = a(l-cosf),0≤fW2τr, ⅛¾a>0, 

计算(1)该弧段绕x轴旋转一周而成的旋转曲面的面积足;(2)该弧段绕y轴 

旋转一周而成的旋转曲面的面积邑•

。|637酶阿曲线/=2x + 3(0Wx≤3)绕x轴旋转而成的旋转体的侧面积.

:六、平面曲线的弧长

计算公式

1 .曲线y = /(x),aWxWb的弧长(其中/⑺连续)s = f7iT阮雁X (直角 

坐标).

2 .曲线["=叱aW?W∕的弧长(其中或),外)均连续，且不同时为零) 

b=x<)
S = f 麻而而演u (参数方程).

3 .曲线r = r(e),aWOW/的弧长(其中r(0),/(9)均连续，且不同时为零)
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s = fgg) + [r'(6)F 的(极坐标). ：：：

|638斑用计算曲线y = x4(0WxW4)的弧长.

1639囹师 计算曲线y = ln(cosx),OWxW•的弧长.

向)⅛⅜i计算曲线y = J:tan成,OWx＜^的弧长.

陶圉融 计算圆的渐开线｛；:器：：:：；；；,0W,W2"的弧长(。＞O).

∣642质回当0W9Wπ时，求对数螺线r = e°的弧长s.

丽瞬 计算曲线五+6=1的弧长. ：：：

底E跳I计算曲线y = xiy = 2-x及y轴围成的平面图形边界曲线的周长.：：：

回5辎⅝1设p = yo(x)是抛物线y = √J上任一点M(x,y)(xNl)处的曲率半径，：：： 

s = s(x)是该抛物线上介于点4(1,1)与"之间的弧长，计算30彩-偌)的：：： 

值(直角坐标系下曲率公式为κ=■■ 1/1 3 ). :::

a+*α ：：：

七、平行截面面积为已知的立体体积 ：：：

计算公式

1 .夹在两平行平面X=a,x=/a＜方)间的立体的截面面积函数/(；＜：)已知，且是：：： 

xe[a,b]上的连续函数，则该立体体积为/ = j’∕(x)dx.
2 .夹在两平行平面y = c,y = d(c＜d)间的立体而截面面积函数4®已知，且是■ "。 

y e [c√]上的连续函数，则该立体体积为K = ∫" A(y)dy.

∣646KM⅛!设平面图形"由x2+/W2x与y云X所确定，求图形4绕直线x = 2 ::； 
旋转一周所成旋转体的体积. :::

碗幌曲I求曲线y = 3-∣∕-l∣与X轴围成的封闭图形绕直线y = 3旋转一周所：：：

成旋转体的体积.
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.|648曜瓢设有一正椭圆柱体，其底面的长、短轴分别为2a,26,用过此柱体底

面的短轴与底面成α（0 < α < ］）角的平面截此柱体，得一楔形体（如图6-10）,

：：：：： 求此楔形体的体积心

|649瞄眼过坐标原点作曲线y = Ex的切线，该切线与曲线y = lnx及x轴围成 

的平面图形D.求（1）。的面积4 ; （2）0绕直线x = e旋转一周所得旋转体的 

限人

第二节定积分在物理学上的应用

1650鼠函设单位质点在水平面内作直线运动，初速度v点=%.已知阻力与速 

度成正比（比例常数为1）,问，为多少时此质点的速度为/?并求到此时刻 

该点所经过的路程.

:函1雌1为消除井底的污泥，用缆绳将抓斗放入井 

： 底，抓起污泥后提出井口（见图6-11）.已知井深 

: 30m,抓斗自重400N,缆绳每米重50N,抓斗抓

： 起污泥重2000N ,提升速度为3m∕s.在提升过程中，

• 污泥以20N∕s的速率从抓斗缝隙中漏掉，现将抓起

: 污泥的抓斗提升至井口，问克服重力需作多少焦耳

: 的功（说明：①lNxlm = lJ; m5N,s,J分别表示米，牛
Ο 顿，秒，焦耳；②抓斗的高度、位于井口上方的缆 

绳长度忽略不计）？

。∣652^⅛⅜某闸门的形状与大小如图6-12所示，其中 

直线∕为对称轴，闸门的上部为矩形川8,下部由 

二次抛物线与线段4B所围成.当水面与闸门的上端 

相平时，欲使闸门矩形部分承受的水压力与闸门下 

部承受的水压力之比为5:4,闸门矩形部分的高A应 

为多少m（米）？ 图 6-12
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∣653⅛a某建筑工程打地基时，需用气锤将桩打进土层.气锤每次击打，都将：: 

克服土层对桩的阻力而作功.设土层对桩的阻力的大小与桩被打进地下的深：： 

度成正比(比例系数为后止>0).气锤第一次击打将桩打进地下am.根据设：： 

计方案，要求气锤每次击打桩时所作的功与前一次击打时所作的功之比为常：： 

数 r (0 < r < 1). ::

(1)求气锤击打桩3次后，可将桩打进地下多深？

(2)若击打次数不限，气锤至多能将桩打进地下多深？

1654罐回一个高为∕的柱体形贮油罐，底面是长轴为2a,短轴为2b的椭圆，:; 

现将贮油罐平放，当油罐中油面高度为∣b时(图6-13),计算油的质量(长：： 

度单位为m,质量单位为kg,油的密度为常数pkg/n?).

胸■! 一容器的内侧是由图6-14中曲线绕y轴旋转一周而成的曲面，该曲：： 

线由炉+「= 2y (y》g)与/+ / = l(y ≤ ^连接而成.

(1)求容器的容积. ：：

(2)若将容器内盛满的水从容器顶部全部抽走，至少需要做多少功(长度单位：：

为m,重力加速度为gm/s2,

∣656^^⅝j设曲线Z,的方程为y= 

(1)求Z的弧长.

(2)设D是由曲线Z,直线x = 
坐标.

水的密度为lO/g/n? )?

图 6-14 ::

=%2 - A∙inχ(i≤χ≤e).

: lm = e及%轴所围平面图形，求0的形心的横::



微分方程

第一节微分方程的基本概念

::一、微分方程的定义

:: 定义1：表示未知函数、未知函数的导数与自变量之间关系的方程，叫作微

::分方程，有时也简称方程.

r>an

::方程中必须出现未知函数的导数或微分才能称为微分方程.

J J 定义2：微分方程中所出现的未知函数的最高阶导数的阶数，叫作微分方程的阶.

：：∣657幽⅛⅝下列方程是微分方程的是().

:: (A) x2+x + l = 0 (B) ∕+2x + l = 0

:: (C)x2∕+y = 3 (D) x2+∕ + y = 2

J J ∣658⅛⅛般j微分方程y"-2xθ∕)3+∕=o的阶数是().

::1659B⅜H⅝⅜!微分方程x方+ " +y)* = 0的阶数是().

：：二、微分方程解的定义

J J 定义1：满足微分方程的函数，称为微分方程的解.

:; 定义2：如果微分方程的解中含有任意常数，且任意常数的个数与微分方程

；；的阶数相同，则称之为微分方程的通解.

。。「1广通解里所说的任意常数是独立的，也就是说，它们不能合并而使将 

‘:任意常数的个数减少.

，: 定义3：微分方程的不含任意常数的解，称为特解.

定义4：由通解确定特解的条件，称为初始条件.

‘：h60圜1!嗣 判断y = 5*2是否是微分方程?J2y = 0的解，是通解还是特解？
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|66i龈88l⅜il验证y = Gc°sx+Gsi∏χ是微分方程y"+y = 0的解，并求满足初始

条件 y(0) = 2,"(0) = 3 的特解. ：：：：

匣蜜≡ 已知函数y = ；，+x+c,微分方程y-y = τ,下列说法正确的是'，工

( )• • • • •

(A) y是微分方程的通解

(B) y是微分方程满足条件y∣R。 = 1的特解 ：：：：

(C) y是微分方程的解

(D)以上都不对

囤Sβ 判断二元方程y = ln(v)所确定的函数是否为微分方程：：：：

(中-x)/+x(/)2 +川-2V = 0的解，是通解还是特解？

第二节可分离变量的微分方程 工工

一、可分离变量微分方程的定义 ：：：：

定义：形如崇=工(初似y)或陷8%。)改+ M(X)N2(y)4r=o的微分方程称：：：： 

为可分离变量的微分方程. ：：：：

二、可分离变量微分方程的求解方法 ：：：：

第1步：分离变量.一般地，把方程中与y有关的项移到左边，与x有关的：：：：

项移到右边得 ：：：：

g(y)4r=/(X)改； ：：：：

第2步：上式两边同时积分，得Jg(y)® = J/(x)dx,则方程的隐式通解为：：：：

G(j)=尸(x) + C. ::::
第3步：化简整理.将上面得到的隐式通解尽量化简，能整理出显函数的形：：：： 

式最好，不好整理的，微分方程的通解写成隐函数的形式也是可以的.

|6血阐!M下列微分方程不是一阶变量可分离的微分方程的是().

(A)y + 9 = O (B) ∕<k + (2x + l)dy = 0

© y = ve>+> (D) (x-y)dx + (x + y)φ> = O ::::
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；:1665PM 求微分方程% =奥尹的通解.

丁 1666馨前求微分底生=野吧的通解.

;::∣667囱2甫 求微分方程(l + e")4Y-户x(k = O满足初始条件7以=2的特解.

二|668我!痴 求微分方程Q"2+χ)dχ + (y-x2y)4y = 0满足初始条件y∣40=I的侍解.

-0 ∣669E套纲 求微分方程产y改+的=0满足初始条件y∣D =1的特解.

:::∣670整前 已知曲线y=y(*)上任一点P(X,y)处的切线斜率为上3，且曲线过

：：： (0,-1)点，求该曲线的方程.

三1671图曲 设Α力为连续函数，且满足fa)*《卜+ 2,求/(x).

:::∣672E蜜泡 设当x?0时f(x)有一阶连续导数，并且满足

::: ∕(x) = 2∫θ(x-f)∕(0Λ0⅛ + x-l,求当 x》0 时的∕Q)∙

::J 16就期 设函数f(x)连续，且满足J：/(f)也 = J:犷(x-f)" + x,求/(x)的表 

三班

:::∣674∣¾^ 设非零函数f(x)连续，且满足 ∕(x) = "f(f)dZ + 2j"2(f)d∕,求 f(x)

J J ； 的表达式.

:::[675∣E⅛⅛∣ 设函数f(x)在(→w,+w)内可导，且满足/'(月=廿^/α)，/(0) = a.

若[:叭x)dx = 7 ,求0的值.

.:1676廊第⅜!求微分方程丁' = /+2(SmX-1)y + 5m2X-25111A《)5；(: + 1的通解.

" 。∣677噂眺!求微分方程7(期+ l)dx + x(l十砂+ χ2/)dy = o的通解.
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第三节齐次方程

一、齐次方程的定义

定义：形如* = G(?)的微分方程称为齐次方程.

二、齐次方程的求解方法

第1步：变量代换.令" = ?，则y = w, . = "+x曰∙V｛这一步最关键1

第2步：代入方程并分离变量.M + X—=9(")=—-—dM = l(k .
dr φ(u)-u %

第3步：两端积分得.Φ(u) = ln∣x∣ + C .

第4步：回代整理.以(代替"，并化简整理，即可得原齐次方程的通解.

∣678B¾哂 下列方程是齐次方程的是().

(A) j∕ + y = O (B) y2dx + xdy = 0

(C) y, + xy = ex (D) x2yf + χy = y2

∣679愕跑 求微分方程% = 2[ + 7的通解•

∣680⅛⅜j求微分方程^ = sec[ + [的通解•

时量嬲J求微分方程更=三金■满足初始条件Hz = 2的特解• 

dx xy

砸圜胆1已知曲线y=y(x)通过点(1,0),且每一点(x,y)处切线的斜率等于 

l+?+((j,求该曲线的方程.

丽⅛l⅞¾d求微分方程y(x-y)dx + √dy = O满足初始条件y1e=1的特解•

丽况鬻肉求微分方程xv, + χinx-lny) = O满足初始条件y(l) = e3的特解.

∣685∣ii⅛∙求微分方程(1 + 2e7)dx + 2e' (1 - j)dy = 0 的通解.
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∣686E咨⅜i求微分方程(2?5出土 + 3x88B⑪-33 85?山:=0的通解.

第四节一阶线性微分方程

：：：：：：：：：：一、一阶线性齐次方程的定义

定义：形如? + P(x)y = O的微分方程称为一阶线性齐次方程.
»••••«•<«♦ dx

：：：：：：：：：：［3奚L阶线性齐次方程其实是特殊的变量可分离方程.

：；：；：：二、一阶线性齐次方程的求解方法

：：：：：；：；；： 方法1：分离变量，两端积分，化简整理•

方法2：套公式y = Ce.仍吗C为任意常数.

：；：：：：： ∣687二期求微分方程包+ 2期=0的通解.

∙∙∙∙∙∙∙ dx

二二二：∣688圈!⅛!求微分方程磐ytanx满足初始条件心=1的WM.

:::::::::三、一阶线性非齐次方程的定义

定义 形如y + P(x)y = 0(x),%)，0的微分方程称为一阶线性非齐次方程.

::四、一阶线性非齐次方程的求解方法

：：.‘：：： 方法1：常数变易法.把齐次方程通解y = Cefwdx中的C换成关于x的未知 

：：：：：：：：：函数C(x),将y = C(x)e-JP°"t代入方程?+ P(x)y = Q(x)中，求出 C(x)即可. 

……。，。… OX

一 一：： 方法2：套公式，> =/仍")"00(初伊"**+，，(7为任意常数.

；:：：：：；：丽陶Jhl下列方程是一阶线性微分方程的是().

：：：：：：：： (A)V + ∕=o (B)佬)=«；

∙∙∙∙*∙** (C) y + v = e", + %2 (D) y + sin(v) = l
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匣^SS3翔求微分方程? + 2檀=4x的通解.

|691蹒!⅞a求微分方程y' + y cosx = e-血"的通解.

1692盟肉求微分方程Q +1)? -y = eχ(x +1)2满足y(0) = 2的特解. 

dx

∣693噂!∣⅜a求微分方程y' + ycosx-e-疝* lnχ = 0满足y(l) = 0的特解.

[694摩痛 求微分方程(y2 - 6x)/ + 2j = 0的通解.

|695E"疆求微分方程丁改+ (2xy2-l)dy = O的通解.

∣696∣⅛⅛d求微分方程心+ (x-3/)dy = 0满足初始条件y∣χ=ι =1的特解.

[697鹿画求微分方程y=击的通解. ：：：：

画况^^昼求微分方程2e+(x+y)(1，=0的通解.

I^l⅞⅛i已知曲线y = /(x)过(0,1)点，且它在任意一点(x,y)处的切线斜率等：：：： 

于secx-/(x)tanx ,求该曲线方程.

同图园已知/(X)为连续函数，且满足fa"：%)市-- ,求函数/(*).::::

斤0[睡婀 设函数 /(x)连续，且满足 J"(x一)d∕ = 。(xt)/(f)dz+e7-l,求：：：： 

/(X)的表达式.

第五节 可降阶的高阶微分方程 ：：：：

一、j/")=/(x)型的微分方程的求解方法 ：：：：

解法：方程两边对X积分"次，即可求通解.

座⅛≡⅜1求微分方程/4)= X的通解.
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∣703B⅜fi⅛l水历、.程/ = 03χ+S山2X的通解.

∣704圜!≡求微分方程y"r = xe*的通解.

∣705K≡⅜i求微分方程y' = f 的通解•

|706|；鬻眼求微分方程/= e2，满足初始条件"日=川Ζ=y"∣z =0的特解•

：∣707E⅛¾阿已知一曲线经过点(0,1)并在此点与直线y = ] + l相切，且满足y"=x, 

求此曲线方程.

o二、、" = /",")型的微分方程的求解方法

第1步：换元.令v = P ,则y" = P',则原方程变为P' = f(χ,p),此方程为

，、 一阶方程.

第 2 步：解方程p' = ∕(x,p).设其解为 p = o(χ,G),即y' = o(χ,G)∙

第3步：两端积分.对y' = e(χ,G)两端积分即可得到原方程的通解为

y = "(x,Cl)dx+C2∙

∣708⅛⅛⅜题 求微分方程y" = y' + x的通解.

∣709踹a⅛i求微分方程∕+(y')2 +1 = 0的通解•

∣710B⅜H⅛¾a求微分方程砂" + 3y' = 0的通解.

∣711⅛≡∣⅛⅜求微分方程黄-2产=0满足初始条件儿=o = O, y'Lo=T的特解.

[712酶獭求微分方程Q + χ2∕ = 2沙满足初始条件加o=l, y'Lo=3的特解.

三、/ = /(%V)型的微分方程的求解方法

第1步：换元.令y=p,贝q /=曲=史•史=p型，则原方程变为 

dx dy dx dy
pW=/3p),此方程为一阶微分方程.
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第2步：解方程p学= ∕(y,jp).设其解为p = 0(%G),即V = 9(%G)∙

第3步：解方程y= φ (p,G).对y' = 0(%G)分离变量可得-- =dx ,
1 0(% G)

两端积分即可得到原方程的通解为∫—i— dy = x + C2.

注意方程y» = /(λ/)与V = f{χ,y')的区别，前者最大的特点是不含x, 
故换元时，令y' = p,要把p看成y的函数，从而胃= ∙⅛ =生业=?包.

dx dy dr ⑪

∣713B⅜lj⅞⅜∣求微分方程yy" + 2(/> = 0的通解.

向槌府求微分方程/" + (y')2 =0满足初始条件H*=o =1,川χ=o =；的特解.

∣715[⅛^⅜a求微分方程/V-1 = 0的通解.

∣716Ei⅞!求微分方程V + (V)2=1满足初始条件儿=o=o, y∣E=o的特解.

第六节高阶线性微分方程

一、二阶线性微分方程的定义

定义：形如鲁+P(X)崇+0(χ)y=/(χ)的方程称为二阶线性微分方程.当右 

端/(X)三0时，方程叫作齐次的；当/(x)壬0时，方程叫作非齐次的.

二、二阶线性微分方程解的结构

定理1:如果函数M(x)与%(x)是方程些+P(x)? + 0(x" = O的两个解， 

dx αx
则y=Gm (χ)+C2j⅛(X)也是方程的解，其中G，C2为任意常数•

定理2：如果函数yl(x)与%a)是方程女+尸(X)变+ Q(x)y = 0的两个线性 

dx
无关的解，则y = C仍(x) + C2%Q)(GQ为任意常数)是方程的通解.

厘)注意定理1和定理2的区别：一个是解，一个是通解；

(2)函数y](x)与%(x)线性无关=乎 壬常数.
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定理3：如果函数£")是二阶非齐次线性方程⅛ + P(k)学+ Q(x)y = /(X) 
dx2 dx

的一个特解，y(x)是对应的齐次方程雾+ P(x)} + Q(x)y = O的通解，贝∣Jy = 
αx αx

y.(x) + V(x)是二阶非齐次线性方程的通解.

匚二?(1)由上述定理可得，二阶非齐次线性方程的通解=它的一个特解+ 

对应齐次方程的通解，而要找二阶齐次方程的通解，需找到它的两个线性无 

关的解.

(2)上面的结论可推广到"阶线性微分方程.

定理4：(叠加性)设y；(x)与女*(x)分别是方程

鲁+P(χ)/+0a)w/∙G)与鲁+P(χ)号+。(叨=启X)

的特解，
则 H*(χ) +%*(χ)是兽+P(χ)∕+O(χ)y=工(χ)+%(χ)的特解•

1717圜嗣下列函数组，在其定义区间内线性无关的是()•

(A)d, 2f (B) sin x, cos x

(C) sin 2x> sin x cos x (D) e", 3e"

< ∣718圜碣方程(x-1)/-λ∕ + j = 0的两个线性无关的解是(

::::::::: (A)x,2x (B)e*,8e*

.............................. (C) x, x2 (D) x, e*

:; 恒冒胭 已知M(x)是一阶线性非齐次方程V + p(x)y = /(x)的一个解， 

********* %(x)*0是对应的齐次方程的-*个解，则方程y'+p(x)y = f(x)的通解是 

：：：：：：：：：( ).

：：：：：：：：：(A)y = Cyl(x) + y2(x) (B) y = Cyx(x)-y2(x)

：：：：：：：：： © P = M(x)-Q⅛(x) (D) y = ^1(x)+^2(x) + C

∣720座二 已知M(*)与力(x)是方程V + p(*)y = 0的两个不同的解，则该方程

；：..， 的通解是().

：：：：：：：：： (A) y = Q√x) (B) y≈Cy2(x)

：：：：：：：：： © y = Gχ(χ)+ C2y2(x) (D) > = C(h(x)-V2(x))
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1721回翩已知/(%)与A(x)是方程y + py' + qy = O的两个不同的非零解，G,Q 

为任意常数，贝亦= C/(x)*C2%(x)是该方程通解的充分条件是() 

(A)工(X)办'Q)-6(χ)∕'(χ)=o (B) ∕i(χ)W+AWω=o

(C)片(X)力(X)-人(x)/'(x)≠O (D) z(X)办'(X)+ 人(x)/'(x)≠0

1722徵i!≡验证Jι=cosax, 72=S也我都是方程_/ +。% = 0("*0)的解，并写 

出该方程的通解.

疗褫≡j #ffi y = C1ei + C2e2x + ⅛ e5* ( C1, C?为任意常数)是方程 ∕-3∕+ 
2y = e5、的通解. J

∣724⅛¾∣⅞⅛⅜a 设m(x), %(χ)，%(%)是方程y"+p(χ)y'+m)y=∕(χ)的三个线性 

无关的解，c1, C2为任意常数，证明y=2cj1+(G-α)y2+(i-G-C2)y2 

是该方程的通解.

第七节常系数齐次线性微分方程

一、二阶常系数齐次线性微分方程的定义

定义：形如/ + py' + " = O (其中p,g为常数)的微分方程称为二阶常系数 

齐次线性微分方程.

二、二阶常系数齐次线性微分方程的解法

第1步：写出特征方程户+pr + g = O .

第2步：求出特征方程的两个根(特征根)大弓.

第3步：根据特征方程的两个根的不同情形，按照下表写出通解.

特征方程产+ p, + q = 0的两个根4,乃 微分方程y" + py, + qy = O的通解

两个不相等的实根彳≠r2 y = C1er'x+C2^x

两个相等的实根4=r2 y = (C1 + C2x)eηx

一对共雨复根",2 = a ±例 y = e°* (C1 cos βx + C2 sin βx)

「"^广二阶常系数齐次线性微分方程的概念、求解方法和通解的形式，可推 

广到"阶常系数齐次线性微分方程.

|7?5・凰幽1下列函数可以作为方程V + 2/ = 0的特解的是().

(A) y = ex (B) y = e2* (C) y = l + e~2x (D) y = xe2x
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:；;一斤26^^通解为y = Ge6x + Ge'的二阶常系数齐次线性微分方程为().

::::;…， (A) y" + 2" + 48y = 0 (B) ∕ + 2∕-48^ = 0

：：：：：：。； (C) y"-2V + 48y = 0 (D) ∕-2∕-48^ = 0

01.1 • (> " α i*

”：二|727陶；阿 以M=e2，sin3x, )2=e2"cos3x为特解的二阶常系数齐次线性微分 

"。" 方程为( ).

, (A) y" + 4V + 13y = 0 (B) ∕-4∕-13j = 0

* (C) y + 4∕-13y = 0 (D) y"-4y'+13y = 0

二辰8凰融 已知y = xe2χ是二阶常系数齐次线性微分方程/ +抄'+处=0的一个 

"厂 特解，求p和q的值.

。。。∣729g¾S!≡求方程y"+ 5了 + 4y=0的通解.

:。。：二∣730B⅜⅜i题求方程黄+年+3y=0满足初始条件儿=0=2,*.0 =6的特解•

: 1731 — 求方程4p"-12y'+ 9'=0的通解.

—阿求方程崇+ 2%s = 0满足初始条件s∣,=o = 2 , s]=o = -1的特解.

.":—―求方程黄+ 8" + 17y=0的通解.

:1734— 求方程yr + 10j∕ + 29y = 0满足初始条件儿=o=l, j∕∣mo=-l的特解.

|735—求方程/* +，-_/-y=0的通解.

1736— 求方程/4)一7”_/_7，一2y=0的通解.

∣737>⅛j 已知函数∕(x)满足/3 = ∕]τ),且∕(0) = ∕'(0) = l,求f®,

方385管魁1 已知函数 /(x)满足方程广®+ /'(x)-2f(x) = (^/"(x) + /(x) = 2e", 

求 ∕(x)∙
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第八节常系数非齐次线性微分方程

一、二阶常系数非齐次线性微分方程的定义

定义：形如y"+py' +妙= f(*)(其中p,g为常数)的微分方程称为二阶常系 

数非齐次线性微分方程.

二、二阶常系数非齐次线性微分方程的解法

第 1 步：求y" + py' + qy = ∕(χ)的一个特解y*(x).

第2步：求出对应齐次方程的通解V(x)∙

第3步：写出方程黄+加'+妙=/a)的通解？=丁“)+ F(x).

三、二阶常系数非齐次线性微分方程特解的求法

除一：若/(x) = g(x),旦(X)是X的"次多项式，则

(1)当0不是特征方程的根时，设

y* =Rn(x) = a0+alx + a2x1+∙∙∙ + anxn ;

(2)当0是特征方程的单根时，设

£ = xRn(x) = %x + α1x2 + α2χ3 +... + anxn+l ；

(3)当0是特征方程的重根时，设

y = x2Rn (x) = a。/ + α1x3 + α2∕ +…+ απxn+2.

∣739g⅜1函 求方程p-4y + 3y = χ的一个特解.

|740昌，1!阚 求方程y" + 5j/+ 4y = 3-2x的通解.

∣741 ⅛⅛⅞⅜a求方程2/ + 5/ = 5公-2%-1的通解.

∣74^E⅛⅜若二阶常系数线性齐次微分方程y" + ay,+by = O的通解为y = (G + 

C2x)e,相E齐ifc⅛⅛/ +效，+勿=x满足初始雌y(0) = 2, y'(0) = 0的特解.

情形二：若/(x) = ea"q(x), 4(x)是x的"次多项式，则

(1)当α不是特征方程的根时，设

∕ = QaxRn (x) = eαjt(α0 + %x + ¾x2 + …+ απx");

(2)当α是特征方程的单根时，设

y ≈ xeaxRn (x) = eax (α0x+α1Λ2 + β2^3 +, ∙, + aπ^n+1) i

(3)当α是特征方程的重根时，设
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j* = x2eaxRn(x) = eαx(。。产 +α1x3 + a2x4 +∙*∙ + anx"+2).

，卜43⅛⅜!设a也c为常数，则微分方程/-5y' + 6y = 3x + 2e2x的特解形式为 

：：().

:: (A) e2x(ax + ft) (B) xeix(ax+b)

:: (C) ax + b+c^x (D) ax+b+cx^x

1744鼠豳⅜求方程/-3/ + 2?=年2χ的通解.

二|745向油已知y = enx + (f + 2)e-是二阶常系数线性非齐次微分方程y"+ay' + 

:: 6y = (cr + d)e" 的一×仁解，求a,b,c,d 的值.

;:∣746∣⅞塞触 已知%=e2x+xe", y2=e- + xex,乃=62*-07+年"是某二阶常系

:: 数线性非齐次微分方程的三个解，求此微分方程.

情形三：若 ∕(x) = 6『片(x) cos ∕x + Q (x) sin^x],则

:: (1)当a士仇不是特征方程的根时，设y* =eajt(A*cos傲+&(2)sin6x);

:: (2)当a ±仇是特征方程的根时，设y* = xeax(⅞ω cos段+凡⑵sin"),

：： 其中，V^凡⑵是机次多项式，/M = max{Z,n}.

。，∣747fl⅜啊 微分方程黄-2y'+ 5y=^852;(:有特解().

(A) £ = xex(cos 2% + sin 2x) (B) £ = e* (cos 2x + sin 2x)

(C) y xe*cos2x (D) y xe*sin2x
4 4

匝庭典设.,b,c为常数，微分方程/ + 4y = cos2χ有特解().

(A) y =acos2χ (B) y =x(a + bcos2x + csin2x)

(C) £ =bsi∏2χ (D) y =a + x(⅛cos2x+csin2x)

∣749B¾i!≡ 求⅛W∕ + 4y = xcosx 的通解.

∣750∣⅞承 求方程/-V=6χ+485*的通解.



答案

第1章函数与极限

I [ ^^^ (-∙∣,0].

由反余弦及对数函数的定义域知:

∫-l≤2x + l≤l p∏∫^1≤X≤0 
k+2>0 ，即卜>[ --<x≤O, 

3

得函数的定义域Dz={x∣-∣<x≤ 0}或(-∣,O]∙

∣2⅛^ 3,--.

^ = ≡ = 3

χτ 1

加3卜第=当=+
x + 1

ll≡ ”…+舌+ 5.

令三，则出=-+ 1,即∕(x) = 4x+".

於+1)=48+1)+ e% + 1 =分+m/5.

叵霞(f TU[4,+oo), 一务若.

由反正弦函数的定义域知：-1≤^≤1,解得xW-4或x》4,

定义域乌=(→w,Y]U[4,∙κ>o).

∕(-4) = arcsin(-l)
∕  ̂= arcsin^ = ^ ∕  ̂= arcsin^ = Ξ.

l^^^(C).

因为l + ∕N2W, ]wr⅛w∕ =qw育W%
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所以，~=sin(-≡)≤sin^^≤sin  ̂= ^ ,故选(C).

r>a∏
L--^'r本题很容易错选为(A).

因为/(¥) = ar∞θs* = / ,g(-l) = arctan(-l) = -^. λ(2) = arccot 1

所以，了惇)∙g(TM(2)吟0号Y∙

17 明 ^^.

令 r=*+∕,得/0)=产三，即/(x)=/p

叵重沙冬0∙

因为唔哼所以噌)=予呜i⅛

同理，代H阎sjn闻=一/=一冬

因为2w，所以/(2) = 0∙

| 9 ^^ g(%) = g arctan(x2 -1), Dg =[-立回•

用 g(x)替换/(%)中的 ％ ,得 ∕[g(x)] = tan[2g(x)],又 ∕[g(x)]=犬-1,

故 tan[2g(x)] = x2-l,即 2g(x) = arctan(x2 -1)=> g(x) = - arctan(x2 -1).

已知∣g(%)∣W^,得∣arctahα2-l)∣≤弓，利用反正切函数可知

-1≤√-1≤1=>0≤x2≤2,即-^Wx≤√I,定义域为[-√Σ,√5]∙ 

∣10^⅛ (-∞,-hx>) , 4,1,1.

画函数y = *,y = x2j = l的图像，比较大小可得
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O(x) = max{κ∕2 j} 1, ∣*∣W1 
x∖ ∣%∣>1

定义域为∣X]W1与卜|>1的并集，即q = (f+∞).

由 ∣-2]>1,得0(-2) = (-2)2= 4 ;由 ∣-1∣=1.得9(-1) = 1;而 ∣0∣vl,故 9(O) = l.

∣yD ∕[g(*)]=' g[∕α)i={：'：：；-

1> x≥-

用g(x)替换/(X)中的X,得

√τ , VI [Tg(x)<° ftλgω f-l,2x-l<0 ma)】]】，g®》。—2x-1≥0

用f(x)替换g(x)中的X,得

~z"凰7‘言 -3, x<0
1, x》0

.锯叫二二
.g[∕(χ)l=

(2-x)2, 

.(2+x)2,

用g(x)替换/(X)中的X,得

f[g(x)] =
[2-g(x), g(x)<O 
[2 + g(x), g(x)>O

x<0

x≥0

由g(x)的定义：当x<0时,g(x) = x<0

m(x)] = [； •
[2 +力，%与0

当x20时,g(x)=炉》0 ,代入上式得

画函数y = f(x) = [;-X' 的图像，可知/@)》2>0,
[2 + x, x ^ 0

用/L的χW隐爆产

所以

…/哪二: x<0

在0

2x÷l+sinx, 
∕(x) + g(x) = - x2+l + sinx, 

x2 + l + cosx,

x<0 ((2x + l)sinx, x<0

O≤x<π , ∕(x)g(x) = (^f2 + l)sinx, O≤x<π. 
x≥π [(x2 + l)cosx, x2π
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将/@)，g(*)在数轴上分段写出表达式:

∕(x)= 2x + l √+l 炉+1

g(x)= sinx sinx cos%

2x + l + sin 修 

则 f (%) + g(x) = Y 2 +1 + sin x, 

x2 + l + cosx,

x<0 f(2x + l)sin%, x<0

0≤x<π , ∕(x)g(x) = ∙ (χ2+l)si∏x, 0≤x<π.

x2" [(x2+l)cosx, %力冗

-4x
= (Γ+X)2，

设y = ∕(x),令£ = Jl + x ,贝!ly = ^~-=>/ = ；~, 
1+/ 1+y

即g =户，解出χ =鱼吃T = =⅛∙
ι+y (1+4 Q+y)

反函数为y = Wv.
Q+χ)2

∣15^^ (D).

(A)由 ∕(-x) = [(-Jr)? + l]sin3(-x) = -(x2 +l)sin3 x = -∕(x),

知/(x)为奇函数.或利用"奇函数X偶函数=奇函数”知：/(x) = (x2 + l)siD3》是奇 

函数.

(B)因为 g(τ) = ln(-x + J(-x)2 + 小)=ln(-x + & + α' )

=In /。——=lnα2 -ln(x + √x2 +α2), 
√x2 + α2 +x

所以g(x)不是奇函数，也不是偶函数. 

灰当a2=1时，g(χ)是奇函数.

(Q由双一)=言!=-~^=-"(X)，知心)为奇函数.

(D)因为 φ(r×) = (r×∕ sec(-x) + csc2 (-x) = x2 sec x + csc2 x = φ(x),

所以0(x)为偶函数.故选(D).

也可由"偶函数+偶函数=偶函数"知0(X)为偶函数.

日65(A).

(A)令 P(x) = /[/(“)],由 ∕(x)为奇函数，∕(τ) = -∕(x), 
得

尸(f)=/[/(-^)]=∕[-∕ω]=-/[/(*)]=-尸 a), 

所以，尸(x)=/[/a)]是奇函数，故选(A).

丹
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类似可推出(B)(C)(D)都是偶函数.

两个奇函数复合是奇函数，一个奇函数与一个偶函数复合是偶函数，两个偶函数 

复合是偶函数.此结论可直接使用.

∣17^⅛ W.

方法一：利用定义./(X)的定义域为0l(-00,*),对于任意的%,电∈(-∞,+∞)>

当玉 <电时，/8)-/a)=$-m+2(吃-%)

即/心) >/α)，所以/(X)在乌=(-∞i)内单增•

方法二：利用导数.因为f'(x) = 3χ2+2>0,xe(-∞,+∞),所以〃x)在乌=(-∞,+∞)内 

四

∣18^^无界，有界.

f(x) = -⅛xe(2,3).

方法一：利用定义.对任意大正数M,取%= 表+ 2e(2,3),有

/(%)=」—=—-J------- = M + l>M ,即∕(x)在(2,3)内无界.

%-2 上 + 2-2
M+1

方法二：利用极限的性质.因为唠/(x) =吧白= +∞,由极限的性质知 

/(x)=白在(2,3)内无界.

≡∕W = ~τ>x≡(3>+∞)•由l<x-2<+∞ =>0<-i^∙<l,
x-2 %-2

所以/(x)=一=在(3,用)内有界•

在各种考试中，多用极限判定函数的有界性.

= 2+8s2[2(x + 5)-l]因为∕(x+^)
= 2 + cos2(2x-l+π)

= 2 + ∞s2(2x-1)=∕(x), 

所以∕α) = 2 + cos2(2x-l)的周期为去 

∣20^∣ (B).

20题-图画出/(x) = x-∣>］的图像:
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由OW/(x)<ln/(x)有界，且是以1为周期的周期函数.

事实上> ∕(x + 1) = λ + 1-[x + 1] = x+1-(W + 1)=x-W = ∕(x).故选(B).

」_理_1_ →L即HmxLlim」一」 

"2. +1 2 + 1 28 2 nτ°0 …2〃 +1 2
n

【证明】对于任意给定的8>0,要使K-白= 

b⅛<-≡m>⅛4∙
I肃寸"

取正整数N=[±-J (或N = [±-j+l),则当">N时，恒有|%-自<e,

故 limx7j =lim―-—=—
"+0 n→°0 2n + l 2

∣22⅝^ limx" =

0, ∣x∣<l
1, x = l 
不存在,x = -l
8, ∣x∣>l

该极限取决于参变量X,需讨论•

当∣x∣<l时，limx"=0 (如Um=0 ); 
n→oo n→∞ < 2 /

当X =]时，limx"=liml"=l5

当x = -l时，limx"=lim(-l)"不存在，数列｛(-l)"｝振荡发散; n→α> Λ→∞
当∣x∣>l时，limx"=∞,极限不存在，数列｛x"｝无穷发散.

0, ∣x∣<l
所以，lim∕=，上：」 •

"→≈ 小存在，x = -l

8, ∣Jt∣>l

_______ [0, x<0
|23 曝1 理"*=｛1, x = 0. 

[∞, *>0

需讨论参变量X.

当x<0时，lim**=0 (如lim"T=lim! = 0 ).
〃T8 〃T8 “Too 〃

当% = 0时，lim√ =liml =1.Λ->oo "Too

当%>0时，lim√ =∞ (如Hm/=8).
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[0, x<0
所以 > litħHx =y> * = 0.

[吗 x>0

U^222题与23题在各种考试中经常出现，需辨析清楚，结论可直接使用.

∣^M 0.

数列的通项记作x,,设上为正整数，则

当〃 = 2H —1 时，limx2jfc,1 ⅛lim∣— | = 0 ;

当〃 = 2A:时，limx2k =lim-i- = 0.
Λ→α> 2欠 jt→a> 2*

因为limxzz =山∏2t =0,所以limxfl=0.

∣25 短 1.

设后为正整数，贝IJ

当"=2左时，limx2λ = lim--------= lim——华
λ→∞ " *→oo 2后 + 2 18 [ + 1

当〃 =2无-1 时，i∏n⅞t-ι =liml = l,

因为lim/i =lim%2A =1，所以lim%=l. At co 2 1 AT8 〃T8 "
^^ P).

记数列%,乂户2，%，・，・，%，k，•••的通项为局，因为

⅛"=⅛=1> ⅛-=⅛=-1' 1⅛⅛≠J⅛¾-1>

所以，剪z.不存在，故选(D).

^^ (B).

逐个命题考察.

①若吧%"，由"e-N"定义"对于任意给定的e>0,存在正整数N,当w>N时, 

恒有∣%-a∣<e",从而使| X ∣-∣a∣ ∣<∣X"-a∣<s成立，故吧∣x.∣=∣a∣,①正确.

②若取% = (-1)",则lim X ∣= lim 1 (-1)" 1= 1,但limx.不存在，②不正确.
Λ→∞ Λ→∞ W→0O

③若lim"〃 = ",则任意子数列极限都是a ,故limx3n+1 =a,③显然正确. 
λ→∞ n→∞

④中，若a = 0,命题不成立；若aκ0,命题才成立，故④不正确.

综上，应选(B).

l⅞a找出两个子数列，其极限不同.

【证明】记与=(l + })sin*,设4为正整数.
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若〃=8无时，则limΛ⅛ =lim 1 + — sin—- =limO = O , 
2oo 8Aj 4 J *→∞

若"=8左 + 2 时，则 l⅛∩⅛w = linι[(1 + ^^ ^sin^2⅛π + ])] = 1，

因为触融2触*2>所以hmx,不存在，即Hl + Rsin^]的极限不存在.

kT8 ⅛-÷w n->® I ]

ι⅞ι≡a利用"€-s"定义.

【证明】对于任意给定的£>0,要使

4x∣ -(-2)l=∣l-2x∣=2∣x-∣∣<g ,需∣x-j<3 取3 =[,

当0<∣x-g<6时，恒有
∣^y-(-2)∣<f,由极限的定义知:

1. 1—4x2 o
lim-------- = -2.
」2x-l

|30, (1)不存在；(2)不存在.

(1) lim∕(x) = lime2l^1=0, lim∕(x)=lime2x"1
x→+<w X→-HO

因为 lim ∕(x)≠ lim ∕(x),所以 lim∕(%)不存在∙ χ→-∞ X→+∞ X->∞
(2) lim∕(x)= lim arccot(l-x) = 0 ; lim∕(x) = lim arccot(l-χ) = π ,

因为 lim ∕(x)w lim ∕(x),所以 lim∕(%)不存在∙ X->→O X->+∞ XT8
∣31* 0.

分段点为x=0,需考察左、右极限•

lim ∕(x)= lim(x + l)sin% = 0 , Hm ∕W = lim(l-cosx) = 0 ,

因为 lim∕(%)= lim∕(x) = 0 ,所以lim∕(%) = 0. 
x→0- Λ→0+ XT °

132映不存在，0,专，不存在.

x = l是分段点，考察左、右极限.

因为 lim∕(x) = limln(l-x) = →w , lim ∕(x) = lim , 1 = 4=∙, 
5 5 田 田 √2x + l √3

所以理/(x)不存在.

事实上，由映/(力=叫111(1-%)=-00知，智/")不存在•

当％->0时，x<l=>∕(x) = ln(l-x),贝打吗/(%) = 1 岬ln(l-x) = lnl = 0∙

当ΧT2时，"1 = /(%) =函总，则!W(χ) =膜七I 二方
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因为 lim ∕(x) = lim ln(l-x) = +∞ , lim ∕(x) = lim = 0 ,
>÷~w χT-co λ-4+∞ λ→+co 4- 1

所以limf(x)不存在.事实上，由lim/(x) = ∙+<5o知，lim/(x)不存在. 
^"÷8 *T-00 XT8

本题应注意分段点x = l处，需讨论左、右极限；x = 0,x = 2不是分段点，不需 

求左、右极限；X->8的极限，需考察χ->-00,*->+00的极限.

1^^ 1,不存在，0, -1, 1, -1,不存在.

看图可得理K(x) = l.

x = 0是分段点，lim/(x) = l,lim/(x) = -l,二者不等，故吧/(x)不存在.

x=l是分段点，因叫/(x) = 0,叫/(x) = 0,二者相等，故./(x) = 0.

x=2是分段点，因 limf(χ) = -l, lim∕(χ) = -l ,故lim∕(x) = -l.
x→2~ x→2+ ^→2

当x<0时，∕(x) = l,则奥f(x) = l.

当x>2时，∕(χ) = -l ,则鸵∕(χ) = -l.

因为 lim ∕(x) ≠ lim ∕(x),所以 lim∕(x)不存在.
K→~≪> X→+∞ XT8

本题也可以通过图像先求出函数/(x) = {x-l,0<x<l,再用函数式求相应的极限. 

1—x,l<x<2
-1, % 2 2

[^^ (B).

已知触号 = -l<0,由极限的局部保号性，

存在去心邻域0<∣x-l∣<3,有曲<0,又x→∙l,χ>0,贝∣J∕(χ)<O.

故选(B).

(A)错在"任一”去心邻域，(C)错在"/(x)≤0”, (D)错在“任一"去心邻域.

[^^ (A).

由极限的局部保号性，显然(A)正确，(B)错误.

(B)的反例：∕(x) =∣x∣,g(x) =∣2x∣,虽然∕(x)<g(x),但吧/(#) = Umg(x) = 0.

(C)错在"任意的X"，应在0的某去心邻域内，有/(x)<g(x)∙

(D)错误，因为变/(x) = 4与/(*)在%点是否有定义无关.

故选(A),
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∣36f⅛d找两个不同的数列，使其极限不同.

【证明】®(xn = 2n‰yn = 2wπ + —,满足lim% =+oo$limy〃 =+∞." ' 2 力 TOO ∏->co
[(2"兀+04：

因为limx”cosx. = lim[2nπcos(2wπ)] = +∞, limj»ncos^„ =lim∣ 

由海因定理可知，鸵xcosx不存在.

2nπ÷-

评注J
Y*"^AC类似可证，limxsinx不存在；limsin工不存在；limcos!不存在. 

x→+α> x->0 χ x→0 工

I折*I利用极限的"£-X"定义.

【证明】因吧f(x) = /,则对于给定的£ = 1,存在正数X>0,使得当∣x∣>X时，恒有 

∣f(x)-4∣<e = l ；

ι∕ωκ∕ω-^+^ι≤ι∕ω-^ι+μ∣<ι+M∣∙

令 M = 1+∣Z∣>O,当 ∣x∣>X 时，∣∕(x)∣<M,即函数 ∕(x)局部(在 ∣x∣>X 内)有界.

∣38f念⅛ limy = 0.

【证明】方法一：利用极限定义.

对于任意给定的£>0,要使∣y-0H2xsing-0∣=2∣x]∙∣sin3≤2∣x∣<e ,

≡∣χ∣<∙∣,取b=∙∣.

对于任意£>0,存在b = ∙∣>0,当O<∣x-O∣<b时，恒有

I y—0∣=∣ 2xsin--0∣<^ ,即 limy = 0, y = 2xsin，是无穷〃、.

X x→0 X

方法二：利用无穷小性质.

因为理2x = 0,当x->0时，2x是无穷小，W∣sin-I≤l,即有界.

由无穷小的性质(无穷小X有界量=无穷小)知，y = 2xsin工是无穷小.

r>≡ι χ
匚ct方法一更有证明的味道.

∣39^^无界，非无穷大.

因为对于任意大的M > 0 ,存在% = [M +1]兀，使得 

」取整数

| Xx0) ∣= [M + 1] π∙∣ cos([Λf +1] π) ∣= [M +1] π > M ,

所以y = %cosx在(-oo,+qo)内无界.

而当%f+00时，y却不是无穷大.

因为当取%〃 =(2v + l)g->+∞时，有y(/) = (2〃 + l)U‘cos((2n + Dm] = 0 ,
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|y］不能无限大，⅛n^≠∞ ,故p = xcosx不是无穷大. 

同理，当x->-∞时，y = xcosx不是无穷大.

无穷大是无界变量，反之，无界变量未必是无穷大.

画窿寻x→0" , /(x)是无穷小，x -> 0+ , /(x)是无穷大；

x->0 , g(x)是无穷小，x->∞ , g(x)是无穷大.

因曾f(x)=映• =0,故当χτ(T, f(%) = /是无穷小.

因嚼了(x) =噂∕=+oo,故当x→(Γ时，/(x) = l是无穷大；

当x-> 0 时，理g(x) = limxarctanx = 0 , g(x)是无穷小.

当xf+∞ 时，arctanx→-≠0 ,贝!| lim g(x)= lim %arctanx = +∞ , 
2 x→+∞ x→+<o

当x->-oo 时，arctanx→--≠0 ,贝!l Um g(x)= lim xarctanx = +oo , 2 x→-00 x→-00

所以，当X→∙8时，g(X)是无穷大.

∣41 恰旦(D).

方法一：逐项考察.

因嗯∕(x) =吧^^ = 0 , limg(x) = limln(x +1) = 0 ,故(A)正确.

1 X _ 2 无穷小与无穷大的关系 Oγ
因理耐=理后=°， n 理/α)=理二=8，

故当xf2时，/(x)是无穷大.

而理g(x) =理ln(x + l) = ln3 ,知g(x)局部有界.故(B)正确.

又 lim g(x)= lim ln(x + l) = →≈ ,即当x->-Γ■时，g(x)是无穷大.

而lim f(x)= lim —=-,知/(x)局部有界.故(C)正确.
χ→-ι+ j≈→-i* x - 2 3

排除(A)(B)(C),应选(D).

方法二：直接判断(D),更简单.

因 lim g(x) = lim ln(x+l) = +<» ,故当x→+<β 时，g(x)是无穷大. 
Λ-÷W X→+∞

但lim/(x)=lim2吧lim-⅛ = 2,即当xT∙κo时，/&)有界，非无穷大. 

x→+∞ χ→+∞ % — 2 χ→+c0 j 2

故选(D),

142 糜⅜ (D).

方法一：反证法直接推导.

若上为无穷小，BPUm -= 0,已知lim%% =0,即lim半=0，
“TOO γ Λ-⅜∞ 〃->8 1
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则必有lim必=0.否则，若lim州 ≠0nlim今=8 ,与题设矛盾.

所以斗必为无穷小，故选(D).

方法二：反例排除法(自己试一下吧).

∣43^^ ⑴ 0;⑵0.

⑴因吧sinx = O, ∣2+cos3∣W3 ,即当x->0时，sinx是无穷小，2 + cos?有界.

,故 limsinx由无穷小的性质知sinx∣2+cos-∣是无穷小

(2)因 lim—-— = 0, limarctan ∣2x+l∣= 5 ,由无穷小的性质知 
—≈2x + l —e 2

Jr∙arctan∣2x + l∣仍为无穷小，故lim野啜尹=0.
2x + l —° 2x+l

∣44^^ (B).

(A)中，考察倒数的极限，由鸵g^ 注 

知 lim - J = 8 ,排除(A).

(B)中，因lim-⅛工壁丝历11匚三=! = 0,而∣3-2sin》∣W5,由无穷小的性质知

x→c0 2x4+x3 z°0 2 + 工 2

lim-⅛-4-(3-2sinx) = 0,即(B)是无穷小. 
e2x +x3
因 lim咤≤≡lim学=limW = +∞,排除(C).

A。’ X√X XT。'％/% ^y∣x

因lim电&!义当彗lim, = l≠0,排除(D). 
x→0 % x→0 %

故选(B).

∣-45^⅜a(D).

方法一：反例排除法.

取斗 =，0 =Lz.=女，满足题设条件，当”1,2,3时，%》"，片Mz”，

即(A)和(B)都不正确.

由 lim%Z"=lim(3χR = ∏ml = l,知(C)不正确.
"→α> “T8〈〃 3) 〃->8

排除(A)(B)(C),故选(D).

方法二：直接计算.

由J⅛Z"=8 =Iim∙L = o,已知lim%=l = Hm' = l,
"→∞ “T8Z“ a→β>zn β→w yn
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利用极限的运算法则：iim-= lim-∙lim-= l×0 = 0,

由无穷小与无穷大的关系知lim%z,=8,即limy,z,不存在，故选(D).
一 、 ∏->oo rt—>∞

∕(x) = ^≠0,limg(x) = ∞ ,贝nim∕(x)g(%) = 8 .可直接选(D).

∣46^⅛ 0.

方法一：利用极限与无穷小的关系.

由lim(l + 2x + ^^] = 4 ,得l + 2x + ^^ = 4 + α,其中limα = 0, 
zo〈 x ) x z°

解出 ∕(x) = x(3-2x + α),贝。理/(%)=理%(3-2x + α) = 0.

方法二：利用极限的运算.

由幌(l + 2x + ^^) = 4 ,得

理1 +理2x +理号=4 =吧#=3,贝IJ必有幌/(χ) = 0∙

若不然，Hm∕(x)≠0 ,而理x = 0,则吧以^ = 8,与嗯以^ = 3矛盾.

二I本题是由已知极限，求另一极限，方法一利用?史/(x) = 4彗/(x) = 4 + α"(其 

中a为无穷小)，是解此类题的通用方法.

方法二利用重要知识点：lim® = Z(常数)，且limg(x) = 0 ,则lim/(x) = 0.
*→⅞ g(%) xτ∕ Xfχo

(C).

方法一：因上为非零常数，/(X)是无穷大，由无穷大的性质可知

⅞f(x)是无穷大，即£n L∕(x) = 8 ,故选(C).

方法二：题设条件知，/(x),g(x)的极限不存在，不满足法则1的条件，从而(AXB)不正确. 

由(A)不正确，则①)也不正确.排除(A)(B)(D),故选(C).

= (l-0)×(2 + 0)×(3-0) = 6.

2冗
0 . v , 2π 2 lim sin % + lim—
2sm"+工除法加法，号 十 2 + 4 ,

lim--- --------i- --------- ------£------------ -— =------ = —6.
…当 cos2x limcos2% -1
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⑴
1→-'∖x + l x +1J —I

显然分母的极限为0,分子的极限不为0,考虑倒数，

r x3+l 央n(d+I) o c
lιm-5--------- = —^⅛------------=——=0 ,
x→-ιx2 -χ-3 lim(x2 - x-3) -1

由无穷小与无穷大的关系得lim" 丁W = 8 (极限不存在). 

…x3+1

⑵ lim(J〃 +-∖∣n-G) 2^ lim < \ 「

… z"〃 + 2日+占一二

同除以« 1im_______ ^_______  整_________ ]j⅞3_________

常出现的经典错误：

(1) lim(-------- —) = lim —------- lim —3= ∞-oo = 0 ;
x→-1 x+1 x ÷1 λ→-1x + 1 ×→~i x +1

(2) lim(7τΓ+2Vn - J.-«) = limJ. + 2«-limQn-G =oo-∞ = 0. 
n→∞ n->∞ π→∞

J***'U本题属于每一项的极限都不存在，故不能直接用减法法则.

局』(1)|?⑵2.

1∙ ∕+%-6 (x-2)(x + 3)约分 ％ + 3 除法]⅛α + 3) 5
⑴ hm-^--------- = lιm--------- ------==hm--------- -----------------=-.

32炉_力一2 3(%-2)(%+l) 12χ + 1 lim(χ÷l) 3

「 x2+x 有理化「 (%2+%)(夜 + 1+1)约分/ ∕_T7 , 1、
⑵理右匚1一融^一⅛...... - =l≡(x÷l)(√Ti4÷l)

≡Πm(x+l)∙Hm(√^+T+l) = l×2 = 2.

2 1
—+ -τcos%lim 务弊吐≡¾im∙ 

x→∞λγ -xsιnx + l *→∞

除法、加法

1——2-sinx + -

1. 2 1. 1 lim—+ hm^-cosx
*~>8 % I00 %

lim l-lim-τ sin x + lim-y 
x~>8 XT8 XT8 %

其中，Hmp- = 0,∣sinx∣≤l,∣cosx∣≤l ,由无穷小的性质得
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lim-5-sinx = 0, lim—cosx = 0.

Γ>^l
J∙^u利用法则求极限，常用的技巧：约分、分子分母同除以或乘以一个函数、通分、 

看理他、取倒数等.

^^⑴:；⑵=-
通分1 + 2 + ... + 71

⑴原式=吧—高^-

「；2)Ir /+" 1

=lim—— -------= — lim—= =—
28 72 +1 2 — n +1 2

⑵原式颦 1⅛j^ =∏m=2.y =di-lim3) = Jv 
la 1 a→a> α α — 1 α — 1 ∖ n→χ> 1

其中，当Q>l=>limf = 0. 

画霞⑴0^00）；⑵亭

(2)原式装lim I
e J1 + 2 +…+ (" + l) + J1 + 2 + — + W

更Hm " + 1 同除以"√71im
I,S +IX"而]j(l + ")

l^*^53题和54题是关于和的极限，后续内容仍有涉及.

√2 
2

?55酵国儿2.

符通数值代入，原式= Km±ln(2L22…∙29=limAln2k 
∙∏τao 〃* ∏→∞ 〃

= ln2∙lim^4^=-ln2.

分不分母同乘以(1-a) •
睡式 一 昼 口 _ aχl + 或(1 * "2XI 于"与…0+ a』)_⅛1 Q - /XI + a/0 +α")-口 + @-) 

1® ]— 〃 ns 1 —a

=------ .--------------- -----------1一---- ----=--------- =---- ,
… l-a f° 1-a 1-4 1-a
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其中,当同<1=>呼/=0

πm
L***<55题和56题是关于积的极限，先求积，再求极限.

f^^不存在.

含指数函数e击，需分别考察x→T,xf-r的极限.

lim f(x)= lim X — ex+l ≈ lim(χ-l)e*+∣ = lim(x-l)∙ lim ex+1 = -2×0 = 0 ;
χ→-r xτ-r χ +1 x+「 x->-「 χ→-r

Hm∕(x)= lim.止le白 ≡ lim (x-l)et+1 =-00 . 

x→-l+ x→-l* χ + l x→-l+

其中，lim∕x-l) = -2≠0, lm e击=+∞ ,由无穷大的性质 ∏mt∕(x) = -α>.

因为向f(x)*吧J(x),所以当x→T时，/(x)的极限不存在.

含指数函数e"时，需分别求” 的极限.

∣58酷自不存在.

由于平方根号里面是x的二次多项式，所以需考察x→-oo, x -> +00的极限.

lim(Jd+χ + 3-&-x + 3)堡^ lim-『一 丫，
… s^^+x+3+^-x+'i
上式分母提一并开方：

因为J⅛ι(√ZG7i-A2-xN)%(G+x + 3-√χ2-x + 3),

所以.(G+x + 3 -√√-x + 3)不存在.

多同学直接用减法法则得出"8-8 = 0"是错误的，请找出错误的原因.

其府疟1 1.
lim ln(taπx)

lim(l + sin 2%)吁*)= lim(l + sin 2 兀广 =(l + l)lnl =20=L
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∣60 避寻(B).

2 . 1 . Id-----COSX------ χ-
因为lim 中—式 

…2x -xsinx …2-lstax

(上式中> 利用无穷小的性质得:limicosx = 0,lim-sinx = 0 ),
KT°0 X x~>8 %

而Iim(χ2 +1)=丑0 ,所以∏m∕(x)=血』年竺竺∑Γ∣ = 0 ■
e … xtb( 2d-xsinx J

3 2
因∙m：*-+： = lim f- = →l , ≡limew =+oo ,得limg(%) = Hm([/ 

χ→∞ 2χ — 1 x~w°2--- 1 2 XT8 X→α> XT8[Z%-1

故选(B).

∣61∣⅜ α = 8, b = -20.

由lim立/把=3,及lim(X2-4) = 0,得
jγ→2 χz — 4 x→2

lim(x2+αx + Z>) = 0=>2α + Λ = -4, b = -2a-4,代入

1沁乏办+b = [i x2+"-2α-4 
x→2 =2-4 x→2 χ2-4

a λ a
= l + lim----^ = l + "7，χ→2χ + 2 4

所以,1 + ( = 3,解得α = 8 ,从而b = -20 •

[Z二^若lim® = /(常数),且limg(x) = 0,贝∣Jlim/(x) = 0.这是一个常用知识点. 

x→⅞ g(%) ^→⅞ xτ%

∣⅛^≡ α = l, b = -l.

由Iim*n2x (cθs%-6) = 4w0 及Hmsin2% = 0,得
x→0ln(α + x) χ→o

Mmln(α+x) = 0=>lnα = 0=>α = l,贝!]

sin2x 尊价代换1. 八 碗1
™~------(cosx—b) lιm—(cosx—6) = 2(1—b) = 4 ,解得6 = —1.
3]∏Q+%) 3 x

L****"λC常用知识点：若lim以初=A≠0(常数)，且lim∕(x) = 0,则limg(x) = 0.
*→⅞ g(%) *→⅞ χτ⅞

[^^ α = 16, ⅛ = 8.

由血1(4% +击不2-6%-1) = 1,提取了,原式为
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又9 = 8,则圃4-代1卜。（反证法可推导），

解得4- lim = 4-∖∕a =0=>a = 16.将其代入原式左端:

⅛x + l
4x-y∣16x2 -bx-l

1. ⅛x+llim-----------广 守,

解得"8.

ΓW^Π
若 lim ∕(x)g(x) = 4(常数),且 lim ∕(x) = oo,则 lim g(x) = 0.这也是一个常用知识点.

伺^^ α = -L ⅛ = O.

由 lim(Vl-x6 - α x2 - Z>) = 0 => limx2

而 limχ2 = 8 ,贝!| lim

即 lim3∕-^--l - α--lim-^- = -l-α = 0 ,得α = -l. 
x→α> V x→α> %/

将 a = -l 代入原式：lim(萌二^+χ2-b) = o ,贝∣J

⅛ = lim(#]_%6 +x2) ^2： ∏m― ------L ____ ____
e I (Wl-d)2 _x211_%6 + %4

同除以J 0

H理化时,利用公式（a+ 6）（a2一必 + 62） = /+/

.λ y . 1 3" 3×3×3×3×...×3 3×3×3×3 27
知 0<—sin-<  ---------------------- <--------------- -- ----

n∖ n n! l×2×3×4×...×w 1×2×3×λ 2〃加

因为limO = O, lim—= 0,
Λ→∞ Λ→OO 2〃

所以 lim~∙sin- = 0.

I^I≡∣抓"头与尾".

【证明】记-+“.+-/—，则 

n + 2〃 ÷ 1 % + 2" + 2 " + 2〃 + 〃
1 I 2 〃 v < 1 ι 2 〃

n2 +2λ÷λ λ2 + 2w + w " /+2〃 + 〃'"” ' /+2〃 + 1 n2 + 2« +1 *',+ n2-f∙2n + l
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通分得⅛≡⅛x⅛≡τ

因 1⅛ 二("+1)△

"τ°0 2 n + 2« + « 2
Um」F" + D 」,由夹逼准则得 

n→∞ 2 w + 2w +1 2

_ ^=^(77^+77^+-+77^)=?

0.
/ /---- 厂、和差化积 c ・ J— + 1 +^∖∕^ . λ∕x + 1 — >∕x

hm(cos√x + l -cos√x) --2 lim sin------- ---------sin--------------- ,X→W / X-H8 2 2

又］sin书+五区1,即sin互产有界.

而0<sin回二旦内一近,且limG-4 

2 2 E° 2

由夹逼准则得现jsin正牛近=0.

lim-------- i_____ _  0
…2(√m + 4)-，

再由无穷小的性质可得1≡ （cos√x + l - cos √x） = 0.

∣68^^ 收敛，2.
由x»M =於+ ：）可X 2卜:=2，知｛斗｝有下界.

又,4（1+言^） *S+"=1 =%wX"'即'｝单减•

因｛%｝单减，且有下界，故数列｛%｝收敛.

设lim%=。, % =［%+*］两边求极限：α ='0+ 3，解得a = ±2.

又因玉>0,由极限的保号性：limxn=a≥0,故α=2,即limxjι=2.

∣i^^ 证｛xjl｝单减且有下界；0.

当x>0时，有e*-l>x.由石 >0=> ej⅛ =-  > 1 =⅛χ2 >0.

利用数学归纳法得：x,>0,即｛%｝有下界.

又e"' = e x = ^一^^ = 0 < e" （拉格朗日中值定理，其中0 < $ < x. ）.

可得Zu <% =>｛xj单减，由单调有界准则知｛xj收敛.

设lim%=4,则limxzιeK =Hme∕-1 ,即αe"=e°-l,解得α = 0. 
λ→w λ→∞ n→∞

题和69题都是单减有下界（或单增有上界）的数列有极限.此类题通用做法:

第1步是推证数列单调有界；第2步是利用已知数列通项的关系，求出极限.

ι^^ （1）利用定积分的性质与分部积分法可证；（2） 1∙
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(1)当OWxWl时，χHWx"nxmQrW/√T7,由定积分的性质知/.w4, 

即也.｝单调递减.

a” = £ x" √l-x2dx = - i ∫^ x" ~'d(l - x2)≈

空^ -→"^1 (1- *)《+*" t"： EQ T> dr

=；("一毗尸^^&-1*^^] =g("iX/-z-4)，

解得 / =台^α"-2 (" = 2>3,...).

(2)因为｛a11｝单调递减，且a.>0,则&W%≤l,一又

4-2 矶

lim-^ = lim-= 1, liml = l,由夹逼准则知 lim& = l.
e° an_2 n+o λ + 2 b→∞ λ→c0 an^

I^TO d)∣ ；⑵。.

(I)属于q”型不定式，对照典式知*(x) = 2x,则一

v sin2x *-2χ" 1. sin!2x≈ 2 2 2lim-------  =lim ~~×- =1×-=—.
χ→o 5x 3 互 5 5 5

L不需写以下皆如此.

(2)因为施工=0,1而2X岳1,由无穷小的性质知

3° 5x
.sin2x 1 c λ
lim------- = lim—sm2x = 0.

_________ a 5x χ→β 5x
匚二5仔细现察(I)与(2)的区别，一不留神错把(2)做成(1). lim^ = 0≠l. 

X→<O X

. tan3x sin3x 桑法「 1 一 sin3x------- = Hm------------------- lim--------- lim--------
χ→o 4兀 χ→o4x∙cos3x χ→0cos3x x→0 4x

1^^ ⑴ 2;⑵g.

(l).f=arcsin2x = 2* = sinf,且#τO = EτO,则

f. arcsin2x 痴“2『arcsin2x ol. £ o 1 
lim-----------= 21im------------ =2Iim------ = 2x1 = 2.
3 x χ→o 2x ^→o sinr
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⑵令f = arctanxnx = ta∏f 9 且xτ0θf->0,则

「 arctanx 1. t 弟法 1 > , t 1lim---------  = Um^------- = —lim cos/ ∙ lim—~~-=—.
κτo 2x fθ2tanf 2 z→0 "。§血£ 2

庐4
10 X

v arcsinx 1 arctanx 1 田lim............ = 1 ； lim............. =]可以直接使用.xτθ χ xτθ χ

l^ra ⑴弓；(2)1. 

c sin3x - sin3x
八、r 2x-s!n3x同除以X r X 四则运算 χ→0 X
(1) lim--------------= lim-------τj⅛- - ■ ---------- τ⅛-

a。2x+sin4x *一 ° 0 上 sιn4x sιn4x

¾¾≡2-3^ 1
2 + 4=X

c ∙ o 2——sin3x 2-lim—sin3x 介 λ2x-sιn3x同除以x % 四则运算 x→w x 无套小性质2 - 0 1(2)hm------------- — lim——7........... ■ ............f.......... -........ =1.
-2x+sin4x 』2 + %in4x 2+Umlsin4x 2 + 0

e二^仔细鉴别(1)与⑵，(1)属于"[”型不定式，(2)属于"^”型不定式.

∣75∣^ 4.

由典式知3(x) = f-2%-3 = α-3)(%+l),分母凑出夕G)：

1. sin(√-2x-3)「 
lim--- --------------1 = 1im
χτ3 χ一3 xt3

siπ(x2-2x-3)

lim∙

(x-3)(x+l)

sin(x2-2%-3) 
(x2-2x-3)^

(%+1)

∙lim(x+l) =1x4 = 4.

同喇2. 

方法一：利用公式得cos2% = l-2si∏2》 ,贝1j

「l-cos2x 2sin2x
lim-----5- =lιm-2-xτθ %2 χτo 力

2.

方法二：利用等价无穷小代换得l-cos2x~2d,则

l-cos2x 2x2
lim----- 5— = lιm-y-，X->0 X” XT0 片

2,

是变量，由典式知0(") = -^-,且"T8,e5)→0∙

凑出分母0(")：
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ΓWJ ' '
J^*s^本题需要先用乘法法则，求出lim(l +无穷小产效=1,以简化计算.

179自 e4.

直接凑典式:

属于"S"型不定式.

方法一；利用两个重要极限，需分子分母同除以X.
sin 3% .. sin3x

「 sin 3% x 黑 ％

z。ln(l + %x) 一 11∏(1 + 〃」)— |，
------ ----- Jimln(l + A：x)*

3痴8—3-
― 3x . 3x1 3 

limln(l + ⅛x)⅛'i lne* 工
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方法二：等价无穷小代换.

利用公式:当xτθ时,sinκ~x, ln(l + x)-x ,则

sin3x 3x 约分 3 
Iunt-τ~~r~7 = 1血—=-. ^→θln(l + Λx) zo%χ k

方法三：运用洛必达法则.

sin3x 分刈求导 r 3cos3x 3r •、3 
理丽丽一独工7吧cos3x∙用(1 + 3二.

l + kx 
方法四：运用泰勒公式.

利用公式：sinx = x-∖χ3+∙∙∙+ ； — x2w+1 + o(χ2"+ι), 

ln(l+x) = x-iχ^ +∣x3 + ...+呼 x" + o(xλ ).

有sin3x = 3x+。&) , ln(l + %x) = kx+o(χ),贝|]

3 + ≤W
sin3x .. 3x+o(x)同除咏「 

lim--------------  lim--------— — lim 
xτθ ta(l + kx) IO 左 χ + 0(%) xτθ 左+④

3 + ιim 遮 
xτo χ _ 3 + U — 3

上式中，利用高阶无穷小定义知晚§=0■

本题给出4种解法，解法一同时运用了两个重要极限.求极限的题目一题多解, 

常规方法，如两个重要极限、等价无穷小代换、洛必达法则要熟练掌握.

回言e^6.

属于"『”型不定式.

方法一：利用两个重要极限.

—段倒败 1 3tan2x.
lim(l + tan2x) * == lim(l + tan 2x)^χt一~丁)

+ tan 2x)六1黑("号i)两个■要极限尸

方法二：恒等变形.

利用公式：f(x)gw =e^^)；则

吧(l + tan2x尸=meTh0+tt"2*> =e一叱b°22° ,
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其中，叱吁"≡≡3吧* = 6•代"式得:

lim(l + tan2x)^7 =e^6

∣83嚣⑴1;⑵3.

(1)直接凑典式.

lim(cosx) su,x =lim[l + (∞sx-l)] sinx = iim[l + (cosx - l)]∞sχ-1 疝》

郦+ （cosl启『蟹
g^S Binx

其中，iim≥^≡≡ilim-= 0 （洛必达法则亦可），则原式=e° = l. 
—° smx 2 2。x

/〃、《. 凑典式「 tan%τ∖ta∏x-χ∙ p⑵时一蝇"^Td

其中，现
「 「2secx∙tanx 1 |
吧f-=理一后一=3,故原式=d

∣84^⅛ 4ab,

原式=li] ，+厅一2 ax +bx -2 ^βx+^-2 -2x-
—2-)

甘击 +' -2 洛必达α lnα + b lnb lna + ln6 11 / 上、,Inn-------------===== lim---------------------- ---------------  -ln(αZ>).
d 2x io 2 2 2

代入上式得原式=函w = >[ab .

83题与84题需要凑出"1+无穷小"，即“加1再减1”，也可用洛必达法 

则求解.

百方
因为对数In里面的"lim∣ ¾ ~ 2an — J 

"(1-2α)
"属于“『"型不定式.
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®6^^ a-b = 2.

等式左端属于“『"型不定式，利用第二重要极限.

= ι√1•痴+呼尸.

由题设知e-=e2,解得G-b = 2.

^m (C).

显然，(A)(B)(D)都与石等价，故选(C).

*⅛上，l-cos√x ~i(√χ)2 =lχ.

∣88^^ (D).

由 arctan2x~2x , .l + x-l~* ,知(A)(B)与x同阶无穷小；

由l-cos2x~2x2,知l-cos2x是x的2阶无穷小；

而tanx-sinx =血"0一竺唠~ gd ,即tan%一sinx是%的3阶无穷小.

故选(D)∙

∣89^^ 2.

由lim 产 3., = 0 =而ltan } 3_ = 0,贝Q 
χ→co√-χ + l x→ω χz-χ + l

limxtan
2x-3 尊价代换

x2r + l
2x-3 1. 2x2-3x o

lιmx-z------- - = lim-T------- - = 2. 
XT8 X -χ + l XT8% -χ + l

(D).

由廿006；—廿 整 e'(e'8Mτ _ 1)〜χ(cosx2 — 1)〜—；d ,

即e-"-eχ与炉是同阶无穷小，则"=5,故选(D)∙

[^l^利用定义.

rtanx-x 洛必达sec2x-l 1. tan%⅛⅛ι
【证明】因为 hm  ........= lιm.......r- = lιm-5-= 1，

x→0 1 3 x→0 %” x→0 χ
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所以> 当X—>0时，tanx-x~jx3.

∣92∣⅛j利用定义.

【证明】因为um一⅛吧05≡ιima⅛H=o, 
yt0 χ2 x→0 J

所以当x→0时，(2?-1)arctan2x = o(x2).

∣93^ α = 0,b = 2,c为任意常数.

由等价无穷小定义知

1
limαx⅛l + c=1,即lim 2x工I.』,则α = 0,6 = 2,c为任意常数.

X→≈ I *→≈ ax +bx2+c
2K+1

∣94唯封 k<4.

由题设知：lim通运二D⅛*2 = 0.等价代换可得

χτo x(arcsinx)

0 =无 + 1<5 =后<4.

分子提取e∞s、,及tanx =妥代入化简,

原式,lim中*型二二D
zo (2x + l)cosxsm %

(85%-1)©3-1)

4 χτo x4 4

lim----- ----------- lim 
^→0(2x+l)∞sx *τ°

由题设知物播=盟元罂Tl

本题分子中的"sinx-tanx"不能代换成"χ-工"，同时灵活运用四则运算

x-sinαx 号价代换 11. x-sinαx 洛必达 l-αcosαx
而歌丽口而—Z⅛s-p..................或用"-
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因Hmi^_。c,s竺存在,且lim3χ2=0,故lim(l-αcosαx) = 0=>α = l.贝∣J 
x→0 3χ2 *τ° *τ°

原式=尊价代换_-；嗯为_ = ,所以—± = =

b χ→o 3χ2 6 —° 3f 6b 66 6

即α=l,β=-,•

∣97^^ ∕lnα.

方法一：利用等价无穷小代换，凑出所求极限•

由题设知 limln(l+∕⅛2∙) = 0 = limJ⅛2 = 0,贝∣] 

3 〈 sin ^→θ sin x

χτo αx -1 χ→o xlnα x→0 x3 lnα

即 lim/^~ = 4 = lim』^ = 41na.
χτ°x lnα χτo x

方法二：利用极限与无穷小的关系求极限.

由题设知：；胃xf + α(其中,^α = O).

山(1 * ^^) =(Z + α)(αx-l)=> ^^ = eu+αχa^^1> -1,贝∣J

一■X与鸟=1^吧“空二1 ≡alim(" + α)S-l)
a。x3 χτ°%sin x χτ° x χτ° x

等价代换 (A + α)xlnα /〔==lim--------------- = 21nα.
Xfθ X

∣98j⅜封 36.

方法一：利用极限与无穷小的关系.

由limsi∏6x:暝=o,得sin6,V(x)=o+α,其中ιimα = o.

xf(x)≈x3(0 + a)-sin6x=> ∕(x) = —~~洋竺,将∕(x)代入：

lim6 +翌=ιinι0⅛" =lim 竺*+ Hmα

∕ ∕ l(6x)2
洛必i⅛- 6-6cos6%等价代换2 "=hm--------；----- ~~：— = 3o.

x→0 3χz xτ° X*
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方法二：将所求极限凑成已知极限.

6+∕(x) ∣¾1⅝* lim 竺坪史=ym⅛in6x+(sin6x+V(x))
"T° 工3 10 5

U¾^Z⅛+ ilim⅛+⅛^!
*~⅜0 3 I w-⅛n ⅛ ~

=0 (已知)

Ue6_6cos6x等价代换「(6工)2 
如F-一射号∙ = 36.

l******l°本题两种方法都需求lim.6x-sin6x

sin6χ = 6χ-≡
,可利用泰勒公式求此极限：将

+0(%3)代入，求出极限；或直接利用6x-sin6x~%(6x)3 =36x3.

1 4sinx + 3x2cos-2-
原式=lim-------------lim--------------------—

χτo(l + 8sx) io 2x

=■v 2sinx 31.lim-------+—limxcos
⅛∏∙Q+o)=ι∙

本题综合运用了等价无穷小代换、四则运算法则、无穷小的性质、第一重要极限.

∣100^^

分子有理化：原式、lim.................... tanLinx , 
io 41n(l+x)-x][Jl + tanx + √l+sinx]

1 tanx(l-cosx)=/ ——/ . lim........ -............-
a。Jl + tanχ + √l + sin% jf→0x[ln(l + x)-x]

等价代换1 1 v x2 洛必达1 r 2x 1
— --- lim----------= - lim —：----- =—

2 2χτoln(l+x)-x 4^→θ-l1 2

河!^1 —,

原式=∙je23s'.吧亡广19^xJ2 + 2cosx

洛必达「 x-sinx *价代换
==∏πι--- ；—=

3 2d
∣[02^¾ 1.

利用对数的性质：

原式 _ 山n ln[e" (1 + e~" sin? x)] — 2x _ 痴 In e?* + ln(l + e"* siι√ x) - 2x 
一 e ln[e3∙tln(l + χ2eTp-3χ 一 工一 Ine*+ln(l + ∙√eT*)-3x
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r ln(l÷ e"2x sin2 x)等价代换 1. e~2x sin2 x 
=πm —-------——- == lιm ——r—7—

zo ln(l + x2e-3x) *→θ x2e^3x
∣103^⅛ 3.

= limej

原式= 21im

利用三角函数的和差化积公式,

& lnfl + -‰lnfl + -l in 岩
= 21imcos △_—----- - -- — ∙limxsin ―尹工

X-÷OO 2 XT8 2
.x + 4

■代换 21imx—^^ = limx∙hfl + --^-l = lim-^- = 3 .
χ→*∙ 2 χτ°0 I x + lj z8% + ι

∣1M^^ (D).

因lim止一：1)也 Wlim宅1 = 1,得(A)与炉同阶无穷小; 

f>. x3 3+ 3/3

因mmj⅛l+")dt !≡limln(l + f)加里2如g = 2 ,得(B)与我同阶无穷小; 

χ→o+ 2 x→o+ 5 | 5x->o+J%3 5

因lim £?产dz = lim sin(s噌∙ cosx = lim 厘 =1得(C)与d同阶无穷小； 

zo+ χ3 χ→o÷ 3x2 χτo+ 3x2 3

因吗
x5

洛必达..
=^= lim

x→0+

J sin3 (1 - cosx) ∙ sin x

等价代换 1 .. √(l-cosx)3 
53， d

得(D)与d同阶无穷小.

综上可知，最高阶的无穷小是(D),故选(D).

10√2 ,

L一y本题综合运用了洛必达法则、变限积分函数求导数、等价无穷小代换.

屈窿a(i)i； (2)⅛=ι. 

ι∙ 、通分 r x2+x-sinx 1. χ2+x-sinx
(1) a≈lmf(x) = lim---------------- = lim--------- z-------
z。 χτo xsinx xt。 x

1 1. x-sinx 等价代换 i , 1= l + hm---- ；— -l÷7⅛m~r = l,
a→o √ 6 χτo x2

⑵/(%)-〃 =
x2 +x-sinx-xsinx

xsinx
,而

limZ⅜^ = limf+匚 sMx-x 叫=lim
f) 炉 a。 χ*∙xsinx z°

(x + l)(x∙sinx)



130 第1章 函数与极限

「 / v x-sin x 尊价代换 11. x3

若/(x)-a与P是同阶无穷小，贝∣J无+ 2 = 3nA = L

本题运用了 "x-sinx~]*3(x→0)",使得计算简化，利用洛必达法则亦可.

∣106^⅛ α = l,…，c = ；・

由题设及lim(αx - sin x) = 0知:
吗,M" + "'也=°'贝"5 = °∙

αr-sinx 洛必达「 α-cosx等价代换「
而 l!m............. ；— = lim--------- ^- - lun∙

—0「111(1+尸)、 Xto ln(l + x3) a。

Jo £ x

α-cosx
则必有4 = l.

手―

由吧里U="(常数)，！⅛α -1)=°，可得

lim[∕(χ)-4] = 0 =>lim∕(x) = 4.

因为∕(x)在X = l处连续，吧∕(x) = ∕(l),所以/(1)=4.

∣[obE⅜3利用定乂.

【证明】 对于任意的xe(-∞,+a>),因为

3 = ∕(x+∆x)-∕(x) = 2(x+Ax? -(x+∆x) + l-(2x2 - x+1)

= 4x∆x + 2(∆x)2-∆x,

Jim∆y = ⅛ι[4x∆x + 2(∆x)2-Δx] = 0 ,

所以/(x)在x处连续，由x的任意性知，/(x)在(-∞,田)内连续.

∣109嗜国

由/(x)在(-,+∞)内连续知，/(x)在x = 0处连续，贝!)

lim∕(x) = ∕(0) =力，≡Plim≤^≤ = lim-= - = ⅛. 
χ-*° χτ°sin4x χτ°4x 2

Γ^ζ)
J^u本题不需要考察左极限与右极限.

F!o^a不连续，

因为*/(x) =册器(/+1)』m.罂 02,

lim ∕(x) = lim ln(l- 2# = lim 皿匕也=力
X→0^ Λ->0∙ X→0' χ "，
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⅛"X)≠现/W =物/(x)不存在，所以/(x)在x = 0处不连续. 

凡幽连续.

在分段点x = l处，因为"1)=如1 = 0,

吧∕(x) = lim(x-l)2cos-= 0, limf(χ) = lim(x + l)lnx = 0 ,

吟『(x) =『(1) = 0,所以∕(x)在x = l处连续.

当x<I时，F(x) = (χ-l)2c0s9连续;当x>l时，∕(x) = (x+l)lnχ连续, 

综上，f(X)在(-∞, +∞)内连续.

∣112^^ 1.

若f(x)在x = 0处连续，则吧∕(x) = ∕(0)∙

而lim∕(x)≤≡limG∕^理Um—τ 上 l— =1

故补充定义f (0) = 1.

Jl + χ2 一 Jl-χ2
∙,x≠0

,x = 0

即 ∕(x) = xarcsinx

「113 霞(1) f(χ) = 二丁*:。连续.

⑴当0<xve时，∕(χ)≡iim.
Ine" + In 1+(-

lnxπ+ln 1 + [- 
当 ％>e 时，“%)望s∩m-------L 1%，

n "'

=J⅛*1=ι,则当% = e时，/(χ) = ∏m蛆也 

"+0 n

∕(x) = [ L O<xWe

[l∏x, x>e
⑵显然即 ∕(x) = lim ∕(x) = 1 = ∕(e), BP∕(X)在 χ = e 处连续.

又当0<"<e时，/(x) = l连续，当x>e时，i/∙(x) = lnx连续，所以f(x)在定义域(0,yo)内 

雌

田4喇2.

因为"-cos∕∕(j¾ ≡≡ lim 5”、」Um∕(x) ≡ -∕(0),
因方理 西-1)/a) X 2x/(x)
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所以，(∕(0)J = ∕(0) = 2∙

[ii⅞^ x = l是第一类可去间断点；χ = 2是第二类无穷间断点，

由f(x) =」?T 知,/(X)在X = 1,X = 2处无定义，从而间断点为x = l,x = 2. 
(x-2)(x-l)

因为lim/(x) = lim±±l = -2,所以x = l是第一类可去间断点.

χτi ziχ-2
因为lim/(x) = lim±±l=8,所以x = 2是第二类无穷间断点， 

12 x-»2 χ-2
∣116^^ (D).

因/(x)在x = 0,x = l处无定义，从而x = 0,x = l是间断点.

又lim/(x) = Em-J— = ∞ ,即工 = 0是第二类无穷间断点•

—尸-1

lim∕(x) = lim-— = -l, lim∕α) = H∏}^— = 0 ,
x→Γ r→Γ — xτF *→1* -≡-

ex~1 -1 e>τ-l

即x = 1是第一类跳跃间断点•故选(D) •

本题中用到了 limex^1 =0, limex^1 =oo

∣117^^ α = -3,b≠0.

由可去间断点的定义知触/(x) = lim /(x) ≠. /(0) = b ∙

2 . 1 2 . 1 . 1x sin— x sin— xsin—
lim ∕(x)= lim-------— = lim------- — = lim------— 
χ→o^ χτo- 2x-l a。- xln2 χ→o- 1∏2

0,

lim ∕(x)=哪α + 仁切)=α+3, 

贝!∣α+3 = 0nα = -3,且b*0.

∣ii⅞^≡连续区间是(ro,l), (1,—); x=l是第一类跳跃间断点.

当∣χ∣<l时，limx2" =0 , ∕(x) = lim∖⅛ = l + χ.
1 1 λ→co n→w 1 + χ

当∣χ∣>l时，lim∕=8, ∕ω = li∞7⅛ = 0.
J , Λ→<>O λ→w1 + X

当1止1时，/(-1)η愿在* = 0，/(1)=吧提;=1.可得

0, % W -1
〃、l+%,T<x<l ∕α)=L ..

1, x = 1
0, *>1
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因 ⅛『(X)= *吧- ° = °、鸣 〃*)=,吧,(1 + x) = 0 ,得呼J(x) = /(-1) = 0 ,
故/⅛在x = N⅛连续:K而/(x)⅛i(-∞,l)内连续.…

因加ι∕(x) = limQ+x) = 2,lim∕(x) = 0,得x = l是∕(x)的第一类跳跃间断点，从而∕(x)
χ-⅜Γ X→Γ X→Γ

在(l,+∞)内连续.

综上，/(X)的连续区间是(-∞,l), (1,E); x = l是/(x)的第一类跳跃间断点，

胸围(1)利用夹逼准则可证；(2)f(x) =
1, 0Wx<l
x, l≤x<2 ,连续.

^x2,x≥2

(1)不妨设％ =max{α1,α2,...,αιπ},则

4 W^d+g+…+城 ≤V^Γ = 7n"αm'且J⅛4="' J⅛痴乙=%

,(x≥0).即

显然，f(x)在(0,l),(l,2),(2,+∞)连续，只需考查分段点处的连续性.

由弊/(x)=l,普怨© =分χ=1 =腺f(x) = l = f(l),知/(x)在x = l连续；

由勃f(x) =吧x = 2,既∕(x) =晦gχ2 =2 =些∕(χ) = 2 = ∕(2),知∕(x)在χ = 2^⅛t 

综上，/(x)在[0,+∞)内连续•

|120信I α = -l, α = -2.
v 、等价代换「 3? 洛必达 3αχ2
urn /(X)=∙ lIm........... :— = lim.......... -——
*→o' χτo- χ — arcsinx ^→θ~ 1 ]

1∙ 、等价代换/「1≡∕W=41iin
X→0 X→0*

，「 αe" +2x-o 洛必达-2 / 41ιm----------------= 2« +4.
*→o+ 2x

^"}⅛∕(λ)= ∏m∕(x)=>2α2 +6α + 4-0 ,解得α = -l或α = -2.

当α = -l时，Um∕(χ) = 6 = ∕(0), ∕(x)在x = 0处连续；

当 α = -2 时，Hm∕(χ) = 12≠∕(0) = 6, x = 0 为 ∕(x)的可去间断点.
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h21吉 工=0是第一类可去间断点；Χ=碗(% = ±1,土2,...)是/(%)的第二^^肉间断点. 

属于"产"型不定式，利用第二重要极限求解，且f是变量，

Λ ι sinE-sinxVn’Tinx ( sin / - sin '⅛ √-
∕(x) = lιm 1 +----- ：------- =lιm 1 +------------- =/%

f < smx J 〈 sinx J

可知 x = 0, x = ^π(½ = ± 1,±2,...) ⅛5⅛ ∕(x)的间断点.

因Em/(x) = Bmesinx =e ,故x = 0是/(x)的第一类可去间断点.

因 皿/(x) = lim esinx =+∞ ,故x = π是/(x)的第二类无穷间断点.

同理，在x = E(A = ±l,±2,…)都有一个单侧极限不存在(无穷发散)，所以 

χ=碗(无=±1,±2,...)都是/(x)的第二类无穷间断点.

“lim∕(x) = limesmχ =∞n 是错误的，因为 lim/(%) = Hmesmx =0≠∞ . xτ* xτn x→π+ x→π+

∣122^∣ 2.

因/(x)是初等函数，在x=0处连续，贝!)

⅛∕(x) = ∕(0) = ⅛≡ = 2.

卜23喳国(D).

使用反证法，若(D)吗没有间断点，即连续，又/a)连续，则由运算法则知： 

娱./(力=妙)在(-00收)内连续，与题设妙)有间断点矛盾，所以"2必有间断 

∕W /W

点，故选(D).也可举反例，排除(A)(B)(C).

昭函零点定理.

【证明】设函数/(x) = x3-9x-2,因为

∕(-3) = -2<0, ∕(-2) = 8>0, ∕(0) = -2<0, ∕(4) = 26>0, 

在[-3, - 2], [-2,0], [0,4]分别运用零点定理，得方程d - 9x - 2 = 0在 

(-3,-2), (-2,0), (0,4)各区间内分别至少有一个实根，即方程至少有3个实根； 

又/-9x-2 = 0是一元三次方程，至多有3个实根，故d-9x-2 = 0恰有3个实根. 

∣123!⅛J零点定理+单调性.

【证明】设∕(x) = x-}cosx ,在(→5O,+∞)内连续= ∕(x)在[0,]]上连续， 

且〃0) = -；<0，/^ = →0,由零点定理知：至少存在一点ge(0,^∣,使得 

/© = 4-氐。8€ = 0 ,即方程x = gcosx至少有T实根，
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又tf(x) = l + }sinx>O, f(x)在(-oo,∙κx>)内单增，故只有一个实根.

^⅞l^零点定理.

【证明】设函数尸(x) =小+ %/(x),由题设知，尸(X)在畤上连续，

且F(0) = /(,-/(0),尸(5 = /⑴-/({) = /(°)-/弓)，满足尸(0)/(3<0∙

当F(0>F(；) = 0时，则J = 0或八;.

当F(0)∙f(；)< 0时，由零点定理得：至少存在一点J ≡卜,；)⊂(0,l),使得 

f© = 0 =《升；)=/©.

综上，至少存在一点欠［0,1),使得/,+；)=/■©•

尸(X)在［0,；］(非［0,1］)上运用零点定理.证明过程需严谨，分两种情况讨论.

^7ιρa极限定义与连续的性质.

【证明】设既/(x) = 4,由极限定义：对于任意给定的w>0,不妨设e = l,存在 
X>0,使彳田>X时，恒有∣∕(χ)-∕∣<ln∕-l<∕(x)<∕+l.

因/(x)在闭区间［a,X］上连续，则/(x)在［a,X］上有界，即存在C>0,使得∣/(x)∣≤C. 

综上，取M = max{∣∕-l∣,∣4 + l∣,C},对任意的xe［a,+∞),都有∣∕(x)取M, 

即/(x)在［a,*>o)上有界.

∣i⅞!^a在同，三］上运用最值定理与介值定理.

【证明】由题设知：/(x)在值，三］上连续，存在最小值"与最大值M,使得

mW∕a)≤M (i = l,2,3), 2m≤2∕(x2)≤2Λf , 3/W3∕(xj)W3M.从而 

gjw∕a) + 2∕%) + 3∕(x3)wM ,由介值定理：至少存在岁旦玉，χ3］u(a,b), 

使得/(石)+ 2像 + 3/(三)=/®,即 /a) + 2/(Λ2) + 3/(Λ3) = 6/C)∙ 

侬蹴1 (A).
因 lim/(x)=lim 'sin(x-2) 呼,同理 /a)=乎，

"一 x→o--x(λ-1)(x-2)2 4 χτo∙ 4

则/(x)在x = 0的邻域内有界.

因/(*)在x = -l处连续，变ιJ(x) = /(T)存在，则/(x)在x = -l的邻域内有界.

又f(x)在闭区间［-1 + &0-5心6>0)上连续，知/(x)在［-1 + 6,0-3］上有界，故/(x)在 

(T0)内有界•故选(A).



136 第1章函数与极限

由理/(力=8,物f(Χ)=8=/(*)在”1,“2的邻域内无界，排除(B)(C)(D)∙

∣i30⅛⅛d g(x)=/(x)-《x+/在卜,?]上运用介值定理.

【证明】设g(x) = f(x)-/(x + ；), g(x)在[(J,?]上连续，故存在最小值加与最大 

值M,使得mWg(x)WM,则
τn ≤ g(0) WM, m ≤ g^-^≤Λf,..., m ≤ g^-~~-^≤M.

又 g(°)=/(o)-©, g。*-©,…,g⑶=/§"

一方面，g(0)+g(£]+...+g(F) = /(0)-/(l) = 0,又

g(O) + gβ∙) +…+ g 件勺

nm ≤ g(0) + g I—J+…+g I---- J ≤ nM = τw W----------------------------- —— ≤ 〃 ,

由介值定理，存在xoe[O, ∕]u[0,l],使得

g(0)+gp^)+∙∙∙+g(T) /
g(%)=--------- W——即/(%)=/ %+力.
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∣131^^ 11.

二:T”L噂产卢咽生”

= l⅛[2 + 3(x2+x + l)] = ll.

方法二：先求导函数，再求导数值.

由∕(x) = 2+9χ2,得f'(l) = f'(x)L =(2 + 9χ2)L =11.

∣132^^ 6.

方法一：用导数定义.

∕,(0) =嘎弋一芦)=K(2x + l)(3x + 2)(4» + 3) = 6.

方法二：用求导公式.

设 g(x) = (2x + l)(3x + 2)(4x + 3),则 ∕(x) = x ∙ g(x),于是

f'(x) = (x)'∙g(x) + x∙g'(x)

=(2x+l)(3x + 2)(4x + 3) + x∙[(2x + l)(3x + 2)(4x + 3才’，

L此处导数不必求出来-

从而 ∕,(0) = l×2×3 + 0 = 6.

∣133喀刊-2, y.

首先有f(0) = 0, "2) = 0.由导数定义

f^^^^^^

本题也可以先求出导函数/(x),再将x = 0,x = 2带入户(共)，求得了'(0), /,(2). 

请读者自己动手试试，体会两种方法的不同.

sin2x q 
由导数定义，/(0)=四4^91=理工Ξ^=㈣安=g,
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∣135∣^⅛ 2^(0).

【证明】因为函数p(x)在x = 0处连续，所以有

lim J' ∙' J = lim--------—----- -——=lιm(x + l)∕(x-1) = 2^(0),
xf x-1 χ→ι x-1 χf

由导数定义知，/(x)在x = I处可导，且r⑴=lim "X):"1)= 2奴0).

/1＜因为题目没有叔刈可导的条件，所以下面的解答过程是错误的. 

因为 f'(x) = (χ2 - l)'∕(x -l) + (x2 -1) q'(x-1) = 2xφ(x-l) + (x2 -1) φ∖x -1), 

所以r⑴=功(0) + 0-8‘(0) = 2^(0).

同臣1.

由导数定义，

以2)=晚「-@ =理/(2 +丁+ 0)

二理空安生® = 2x晚以弁® = 2/，(。) = 2弓=1.

h37∣⅛^ 可导，∕,(0) = 2.

由题设盟"?+2 = 2,知理L/(x) + 3] = 0.

又/(x)在点x = 0处连续，所以/(0)=晚/CO = -3 .于是有

limZ竺® limZ汕=2, 
x→0 χ-0 zθ X
由导数定义知，/(x)在x = 0处可导，且r(0)=理与二j(°)=2 

运用(1) 5/a),⑵ 3/,(x0).

(1)廓&+5£-皿f迎」(%+5翌*⅞)=5/∙g.

⑵触&)-.-3Δr)= 3.凹"%T^^f(%) = 3∕,(x0).

根据导数定义可以求某些结构的极限.若函数f(x)在点x=/处可导，则有

⑴勤以日+?-"")=/'®)，⑵5纬义维=/'(%)- 

5 8 □→⅜

∣^^ 2∕'(x0).

lim ∕∙Q⅛+W)-∕α,+2∕Q
∏m

y® +4 万)-/(%)-[/& +2∕p-∕(%)]

41iπ∕α。+例-∕(XqL2∙liπ∕α+2A)-e⅛]
20 4力 *f° 2/

=4/也)-2/'6)=2/a),
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Γ>ζ)
l^^C若函数/(X)在点X = Λ⅛处可导，则有

.&+—);/& +— ± 例-〃)/，(%).

但反之不然，即上述极限值存在，函数在点上 = %处未必可导.

∣1^B^ 1.

注意到当x→O时，In(l + *3)~*3,从而

limWfG；■产)=多，3)一43-3书=35及-31 一世

1。 ln(l + d) *今。 W … -3x J "

于是3R3) = 3,故丁(3) = 1.

1141喇(1)8, (2)1,

(1) limZ⅛Z(z⅛ = limZ(⅛ZW
x→0 χ x→O χ xτθ X

=31im∕Gx)-∕(0)∙ + 5limf(-5x)-∕a = 3∕-(0) + 5∕,(0) = 8∕,(0) = 8.
*→o 3% *→0 -5x

x→O f χ→O χz xτ0 X

=21im∕c*∕(°)- lim/3-世=2∕'(0) -∕,(O) = ∕,(O) = 1.
________ *→o 2% xt。 ％
∣142^CT (C).

方法一：ιimZ^2⅞^um/(χ)∙^f(出存在,由导数定义知，f(x)在x=o处可导，极

限即为了’(0),故(C)正确.

方法二：排除法.令/Q)=1' "°,显然/(X)在X = O处不可导，但(A)(B)极限均存 

[1 x = O
在，排除(A)(B) ; (D)中极限存在只能说明右导数存在，排除(D).故应选(C).

∣143^H -3.

注意，当％-÷O时，In(l + sin3%)~sin3%~3%,于是

limln(l + sin3%)∙∕(cosx) 一鹏3%，/(85力=3iim企或乜3

x→O d x→0 %3 xτθ %2

=31im⅛±^∙lima =3∕(l)∙lhn⅛ =-¼) = -3.

-, x→0 ∞sx-l *fθ X2 、＞ XT0 x2 2
(C).

选项(A)中，/a) = ∣%∣在% = 0处的左右导数不相等，所以在x = 0处不可导；选项(B) 
中，因为理△^^鱼=理近^ =吧 j^不存在，所以/(%) =阪在K = 0处不可 

导；选项(C)中y = d处处可导，在% = 0处也可导；选项(D)中/(x) = #lnx在x = 0处没 

有定义，所以不可导.故应选(C),
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1145嚣 £'(0) = 以0) = 0,/(*)在X = 0处可导且/'(0) = 0, 

函数/(力在x = 0处有定义，/(0) = L由导数定义

cm、「∕(x)~∕(0) P x2+l-l 1. λ
£(0) = hm e/ 八,=ħm---------- = um % = 0 9

x→0~ X —0 χ→o~ X *→0~

v ∕(x)- f(0) ,. cosx-1 v 一歹" λ 
/7(0) = hm w ' ' J ' ' = lim---------- = lim -^— = 0 ,

+ χτo+ χ-0 x→0+ X χ→0+ X

显然,f'(O) = A(O) = O,所以/(α)在工=0处可导,且导数/'(0) = 0, 

∣146倍国(A).

函数/(x)在x = 0处有定义，/(0) = 0.

因为lim/a)-/(°)= lim Ml +已)_° = Hm(l + e+) = 1 ,所以/(x)在x = 0处的左导数存 

X→O~ X - o XT。- X XT。-

在，£(0) = 1.

因为 um ∕(x)-∕(0) = ιim xQ + e*)-0 

x→0+ X-0 χτθ+ X
= lim(l + ei)=+∞,所以/可在匕=0处的右导数

不存在.故应选(A).

等.

lime5不存在，需要考虑左、右极限.类似的还有limarctan』，nm砂2.limarctanx
x→0 ' ' ， ' 一 一 X->0, ^X' ^Xi∙÷αΓ — X∙→∞

b47信国不可导.

先将/(力写成分段函数的形式，再根据左、右导数讨论可导性./(X) = x2∣x-l∣ =

x2 (工—1), x》1
[-λ2(x-1), x<1

其中/(1) = 0.

(，(1)= ιim /(X)-/0)= ιim —1)_° = -1, 
%→1- x-l A>r x-1

y;(1)= lim f^~f<^ = jim χ2^-1)-° = 1, 
5 χ-l 5 χ-l

显然，?(1)声力(1),所以函数/(X)在x = l处不可导.

∣14S⅛≡ 可导，/'(1) = 0.

因为物/(?:丁)一理(」一?：十o=F虱(/+/+])∣χT)=0,由导数定义知，函

数佝在I处可导'且/'0)%等罟=0,

本题也可以先将/(χ)写成分段函数的形式，再根据左、右导数讨论可导性，仔 

细体会上面两道题目中函数的区别，然后再做下一题.
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I A [ α-1)0(冷，"21 λ

£(1)= lim Ax)-"】)=lim至~1)咐一° =-lim矶x) = -»(1),
XT「 χ-l XT「 1χ — 1 *T1-

ι∙ ∕(χ)-f(i) ι(χ-i)e(尤)-° 1. /t(i)=呼八=厚」二=宅0(x)i(i),

于是，/(X)在X = 1处可导o Λ,(l)=力⑴O -0(1) = p(l)=0(1) = 0.故应选(A).

＜常用的两个结论：

(1) ∕(x) = ∣x-α∣ 在x = α 处不可导；

(2) ⅛∕(x) = ∣x-α∣φ(x),且p(x)在x = α处连•续，则/(上)在x = α处可导=p(α)=O

∣150∣^^ (C).

∕(x) = (x2 +x-2)∣x3 -4x∣ = (x + 2)(x-l)∣x∣∣x-2∣∣x + 2∣ ,所以∕(x)可能的不可导点有3个; 

x = -2, x = 0, x = 2.

对于 x = -2, ∕(x) = ∣x + 2∣p(x),其中 0(x) = (x + 2)(x-l)∣x∣∣x-2∣,显然 °(x)连续且 

*(-2) = 0 ,所以/(x)在x = -2处可导.

同理分析可得/(x)在x = 0和x = 2处不可导.所以/(x)有两个不可导点.故应选(Q.
∣151^^切线方程y = 2x + l,法线方程y = -；x + l.

由 y' = (2x)' + (cosx)' = 2 - sinx ,得歹忆。=2 ,于是

切线斜率自=几0=2,切线方程为＞-1 = 2(＞-0),即y = 2x + l.

法线斜率& =-工=-3,法线方程为yT = -j(χ-0),即y = -gx + l.

在x = %处，两曲线的切线斜率分别为左=/'(%) = 2%,/=g'(x。) = 3%2.

两切线互相垂直，则ki-k2= 2% ■ 3λ⅛2 =6x03=-1,解得％ = -Q •

∣153履蜀 y = -3x-6.

直线Z与2x-6y + l = 0垂直，贝1J斜率左= -3.

设直线Z与曲线y = x3+3x2-5在点M(%,%)处相切，则斜率G = 3x。2+6xo,于是有

3/2 + 6% = -3 ,解得 / = -1 ,于是切点为 M(-1, - 3) •

故直线上的方程为y-(-3) = -3(%-(T)),即)= l3%-6∖

必I期 由y=L, "=-Jr得，双曲线在任一点(%,7处的切线斜率为左=-占，切线 

x X ∖ ^0√ xo



142 第2章 导数与微分

方程为y-' = -∙⅛α-∕)∙上式中分别令x = 0, y = 0,得切线在两坐标轴的截距分 
xo ⅞

别为y=Z, X = 2%,于是切线与两坐标轴所围三角形的面积为

) = }|X小I吟|2*用=2.

1155蕊a α=-l,⅛ = l.
两曲线在x = l处有公共切线，则有相同的函数值与导数值，即

(i+mHL =，+◎+&% 

[l + lnx),∣ =(x2 +αx + Z>) |

计算得
Jl = l + α + b 
[l = 2 + α ,解得α=-l,b = l.

由晚万品矿2得，⑶逸咤®

切线斜率即为函数在该点处的导数/(一3).又偶函数的导函数为奇函数，故所求斜 

率为

⅛ = ∕'(-3) = -∕,(3) = ∣.

r^n
可导的偶函数的导函数为奇函数，奇函数的导函数为偶函数，周期函数的导函 

数仍为周期函数.

∣157^a 5.

因为函数/Q)在点x = 2处可导，所以在点x = 2处连续，于是

∕(2) = Um∕(x) = 5.

∣i⅞^ 连续，不可导.

因为吧∕(x) = Kxcos∕∙ = 0 = ∕(0),所以∕(x)在x = 0处连续；又极限

嗯吗⑧二lim*Lum。。凸

*→0 X —0 X→O % χτθ χ4

不存在，所以/(*)在x = 0处不可导.

∣159.B连续，可导.

岬/(力=]4(/+χ)= 0, 呼/(x)=吗xe* =0 , /(0) = 0, 

显然，皿/(x)=Hal/(x) = /(O),所以/(汾在x = 0处连续；又
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£(0) = lim /")7(°)= Um 亡史=lim(x2+1) = 1 , 
XT。- X x→0" χ x→0-

点0)= %∆Ξ^≡ =,噂一券 e* = 1，

显然，?(0)=?(0) = 1,所以/")在 X = 0 处可导，且/'(0) = 1.

∣160陪不连续，不可导.

lim∕(x) = limx3lnx = 0 , lim∕(x) = lim(x3 + Inx) = 1,
xt「 x→Γ xτl* x-∏+

显然，lmy(x)≠lim/(x),所以/(x)在x = l处不连续，从而在"1处也不可导.

[l6∙1^⅛ α = ^^5> " = ]'

要使了(x)在x = l处可导，则f(x)在x = l处必连续，即

呼 ∕(x) =呼 f(x) = ∕ ①，

由此得a + b = O,且/(l) = a + b = O.又由导数定义知

Al) = lim"x)7(l) = lim*+b-(α + b) = limα(χ + l) = 2α, 
x→Γ x-l XT「 x-l XT「

r/«、 τ∙ ∕(x)-∕(l) 「％sinπx-0 ,. xsinπ(x-l)t(l) = ⅛m J、，J、，= lιm--------------= -lιm-------- -——- = -π ,
x→I+ X-l x→l÷ X-1 3+ X-1

要使7(x)在x = l处可导，则f(1) = #(1),于是a = g 再由α + b = O得方嗓

所以，当a=-]，b =]时，f(x)在X=1处连续且可导.

1162信国(C).

lim∕(x)= limx2φ(x) = 0 , lim∕(x) = lir⅞堂*：*)= lim^- = 0 ,

∕(0) = 0∙°(0) = 0,

由Um f(x)= lim ∕(x) = ∕(0),知∕(x)在x = 0处极限存在且连续；又

r ∕W-∕(θ) 「x2φ(x) - 0 八
£(0) = hm 八/ /' -/ = hm -丝」—=lim xφ(x) = 0 , 

x→0- χ x→0- % xτθ~

l∏(l + 2d)八
.(O)=lim"(O).lhn~^~一0,∏m⅛≠‰, 

z。* X 3* X L X‘

由?(0) ≠ 4(0),知/ω在X = 0处不可导.故应选(C).

∣163^a 9√+2ej,-^, 4 + 2e.

∕3 = (3x3)' +(2e")' -(51nx)' +(sinl)' =3(x3 j +2(e*)' -5(lnx)' +0

= 9√+2ex-^ ,

∕,(1) = ∕,(x)U1=9 + 2e-5 = 4 + 2e.
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∣164∣^^ cosx-xsinx + 6x,野，6π-l.

∕,(x) = (x8sx)' +(3x2 )r =cosx-xsinx + 6x,

∕(^) = cos^-^sin^ + 6×^ = 0-^ + 3π = y ,

∕,(π) = cos π - πsin π + 6π = 6π -1.

∣165^^ -eλ(cosx+3sinx).

y = (ex),(cosx- 2sinx) + e%cosx - 2sinx)'

=e%cosx - 2sinx) + e*(-sin% - 2cosx) = -ex(cosx + 3sinx).

∣166^^ 2xarctanx-lnx.

V = ((l + %2)arctanx)' -(xlnx)'
=(1+x2), arctanx + (1 + x2)(arctanx) -[(%) ln%+%(l∏%)]

=2x arctan x + (1+x2)∙
上-M+x∙% 2xarctan%-lnx∙

∣167^CT _尹+ + @-；匕■-3(sinx + %cosx)∙

先化简函数，? =_+ xe j3d s吧=,+?3χsinχ ,于是

-3(xsmx),=-∣x^^ +史非-3(sinx + xcosx).

l^--<z'先化简函数,再求导数，可以简化计算过程.

∣168*l %cosx-sinx-l 
(x-cosx)2

< sinx ]，(sinx), ∙ (x - cos x) - sinx ∙ (x - cos x)z 
^x-cosλ√ (x-cosx)2

cos%∙ (% - cos》) -sinx ∙ (1 + sin%) = %cosx - cos? x - sin% - sin? x 
(x - cos x)2 (x - cos >)2

、％cos%-sin%-l 
(x-cosx)2

犬-3x2 +2% + 9%2 ln%-4xln% 
(31nx + -)2

'21n% + x3[二(21n%+%3y.(3ln4 + %2)-(21nχ + χ3)∙(3ln% + κ2), 
31nx + x2 J (31nx + √)2

-+3xi∖(3]nx+xl)-(2lnx+x3)∙^ + 2x^

(31n% + f)2
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_ d - 3-2 + 2x + 9£ lnx - 4xlnx
= (31nx + T)2 '

际口 1，+2餐凸).

~ (χ+i)
,J e*(-+l)]' = (e" +1))' • (# +1)」(e* (炉 +1)) • (% +1)，

x + 1 广 ^lp

e*(d+2x + l)∙(x + l)-e*(χ2+l) _ 蕾(/+2炉+3x)
(x + l)2 ~ (x + iy '

lm^ ^⅛'

【提示】先求出函数/(x),再求导函数/'(x).

xj X4+X2+l x2+l+± (x-1)2+3

令 χ-° = f,得 f(t)=q±∣,即 ∕(χ) =哭，于是 

x r + 3 x +3

(炉 + 2)<χ2 +3)-(x2 + 2)(炉 + 3/_ 2x(/ +3)-2x(7 + 2) _ 2x
/ ⑴= (⅛)5 = (⅛)5 =(/+3)2 •

U2/Q —工)不是了(χ),求广(X)不能直接对了(x-g)的表达式求导数，需先求出 

函数"工)，再求导函数/‘5);■

|172厘 ∕G)J ^^(2xT)2, x<。.

[ex(sinx + cosx), x>0

当x<0时，----!_.
'(2x-1)2 ,

当 * > 0 时，尸(%) = (e* sin x)' = e* sin x+e" cos x = e* (sin x + cos x)；

χ . 0
当 ％ = 0 时，∕<0)二 lim /(*)- /(°)= lim 2x ~-——=lim 1 = -1.

χ→o~ % — 0 χ→o- χ χτo~ 2x-l

^(0)= lim^x)~^(0) ≈ lim e"sinjc~0 = lime^l, 
Xfθ+ % — 0 Xfθ+ χ Xf°+

显然?⑼≠ 4(0),从而/‘(0)不存在•

综上可得，ra)=
...............7， #<0(2%-1 尸

ex(sinx + cosx), χ>0
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分段函数在分段点的导数,必须用导数定义.

卜73函

由/(1) = 2知，y = 2时，对应x = l,由反函数的求导法则知"(2) =治=(.

利用反函数求导法则求函数在某一点的导数时，首先搞清楚与%对应的%:若 

% = /(%)，则d8)∣f =不点一•本题容易错解成"(2) = j^j = | ■

R74肯1.

先求出) = 1对应的x值.令3d+2x + l = l,解得% = 0.

又f'(x) = 9炉+ 2 , ∕,(0) = 2 •由反函数的求导法则知"(1) = "(y)∣g 

叵5^^ -45160.

⅛ = 4(l-x+2x3)3∙(l-x + 2x3y =«6%2 —1)(1—%+ 2制,

所以乳L'制J6。.

η76^^ e"xtane"x.

1 
rα)∣∕5'

^ = (hcose-1),,= (  ̂= Z^1H Jiney (-力…尸.

∞se^x cose' cose~x

^ = lncose^x⅛⅛y = lnι∕, w = cosv, v = ew, w = τ复合而成的，最内层函数是-x, 

求导数时不要遗漏(一)'.

-1 
(ι+%)√∑Mi)

-济
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先化简函数.分母有理化，有

√Γ÷l + √x-l (√x + 1+√x-1)(√x + 1-√λ-1) 

于是户(x)'-(g)'=l-票=1-皆τ∙ 

F^^≡ 3xln3 + 3x2+xx(lnx + l).

y'=⑶)'+ (x3), + (x*)' + (3)' = 3* ln3 + 3炉 + (extax), + 0 

= 3xln3 + 3x2+ e*l^χ(χlnχ)' = 3、1∏3 + 3d + x*(lnx +1). 

h80|^^ 3sin2xcos4x.

y, = (cos 3x)' ∙ sin3 x + cos 3x ∙ (sin3 x)

=- sin 3x (3x)' ∙ sin3 x + cos 3λ: ∙ 3 sin2 x(sin %)' 

=-3 sin 3x ∙ sin3 x + cos3x∙3sin2x cos %

=3 sin2 x(-sin 3x ∙sinx + cos 3x ∙ cos x) 

= 3sin2xcos4x.
而∣^a 2√1≡√ .

y，= (xVi^7?) -(arccosx∕ = J]-%? +%.^^

=J[ - d' .= + =2λ∕1-A：' .
√i^7 √Γ7 

h82^^ 2x + 2√x2+1.

y=^√y+卜&+i)+ 他%+G∏))

= 2% +& +1 + +- ；
' ，X + √X2+β

= 2x+√x2+l + X ∙ —⅛= +----- 5 11 +
2√x2 +1 % + Jx2+l(

=2x+√x2+1 + / "-— +

⅛^(^⅛]

+『’

≡π)

= 2x + 2√√+T.

|183 甯自 2cos(lnx).

y = (x)' -[∞s(ln x) + sin(ln x)] + x ∙ [cos(ln x) + sin(ln x)]'

=[cos(lnx) + sin(lnx)] + x∙ -sin(lnx)∙-+ cos(lnx)∙—

= 2cos(lnx).
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∣184^^ e~x arc cot ex.

V = (-x)'+ ；(m(l + e∕)'- (e+ arc cote*)'

e^xarccoteλ.

∣185^^ (l-6M)e-#.

【提示】先求函数f(x).

∕'ω = (x),∙ eV、+ χ • (e-* ),=e^+ 汗讶∙(-6λ) = (1-6x2)e^ .

讨论由极限形式表示的函数时,先计算极限求出/(x)的表达式，再讨论/(x)的 

有关特性.

限甘(1) (31ln3+3x2)∕,(3x+√).⑵(lnx+l)/&hix).

(1)*(7(3, + -))' = /'(3' + 力伊 + ■ )"= (3F3 + 3√)∕,(31 + Y).

⑵—= (∕(xlnx)), = ∕,(xlnx)(xlnx), =(lnx + l)∕,(xlnx).

1187唯纭-6.
g'(x) = ∕,(2√ - 3x)∙(2√ - 3x)' = (6x2 - 3)f'(2d _ 3χ), 
于是 g'(T) = (6炉-3)∕,(2√ - 3矶一 =3∕,(1) = -6.

卜88察绞(1) 4(sin%-cos%) 
(sin% + cos%)3

/…。 ， 8√÷2
(2) 12xarctanx +------ —.

l + √

(1) V =
(sinx - cos%)'(sin% + cos%) — (sinx - cos%)(sinx + cosx)' 

(sinx + cosx)2
(cos % + sin %y + (sin % — cos x> —_____ 2

(sinx + ∞sx)2 (si∏jf + cosx)2

y∕ _ 2 x (-2)(sin 无 + cos %)' _ 4(sin%-cos%) 
(sin% + cos%)3 (sinx + cosχ)3 *

(2) y = 6必arctan% + 243∙τJ + 3τ = 6χ2arctanχ + 2x ,

V'= 12xarctan% + y^∙ + 2 = 12xarctan% + ^^.

1189 躁a -12e⅛ .
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∕'(x) = 3e" sin2x + e3χ ∙2cos2x = e3x (3 sin 2x + 2 cos 2^),

∕ff(x) = 3e3x(3 sin2x + 2 cos 2x) + e" (6 cos 2x-4 sin 2%)

= e3x(5sin2x + 12cos2x),

所以 ∕,^ = e⅛(5sinπ + 12cosπ) = -12e⅛.

∣190悔普-^ > |-

先化简函数，再求导数.y = ^∖+^x)-^s =^+^x)-x >

*=婀"))H)T∙ι⅛τ=ι⅛,

!^W ±

y" = -；(9-x2)e .(9_/),=μ9_尤)三，

3 r 3、 . 4 2χ2 +9y, = (9-√p+x.^-∣J(9- J) 2.(_2x) = J(9—不'

于是广I =上.

〔192 霞(C).

y = lnx + l , y" = — = χ^1 , y"' = -χf,严=(-l)(-2)x 3 ,…，

继续求导，可得 y(2 = (-1)(-2)(-3)∙∙(-8)∙x-9=^-.故应选(C).

l<>--<"求函数y = /(x)的"阶导数时，一般先求出前几阶导数，从中找出规律，得到 

/(%)的B阶导数表达式.

∣193^^ (D).

y = [sin- + cos-| =sin2- + cos2- + 2sin-cos- = l + sinx ,
12 2yl 2 2 2 2

于是 y' = cosx, y" = -sinx, y"' = -oosx, y">=sinx,…，yθ°=-sinx. ⅛⅛ 选(D).

R94唯封(A).
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方法一 ：∕'(x) = e-* + x(e-χ), = e-χ -χe-, =(l-x)e^1,

Γ(x) = -(2-x)e-∖ 广"(x) = (3r)eτ, /⑷⑴…一货,…，

于是/⑺(*) = (-I)'-(” x) ∙ e-*.
方法二：考虑到(x)' = l,(x严=0住= 2,3,4,…)，(eτ严=(-1)匕一"(斤=1,2,3,4,“，)，由莱 

布尼茨公式，可得

f^>tc^T^ =C↑ “•(/厂 +CM(eτ)"f

=MT)%-* + κ(-l)"-'e-χ =(-l)"-1 (n-x)e^jl.故应选(A).

∣195^^ 20!, 0.

函数V的解析式是一个多项式，最高次项为(/)5(X5)2=/,即

y = (χ2 +l)5(χ5 +1)2 =x20 +•••+ ,

所以yQ°)=20!, /1)=0.
卜96^^ 4"^1 8s(4x + 三).

∕(x) = sin4 x+∞s4 工= (sin2 x + cos2 x)2 - 2 sin2 x ∙ cos2 x

=1 - -sin2 2x = — +—cos4x ,
2 4 4

又8S% = 8s(x+用，由复合函数的求导法则，得

/(")(x) = (• 4" cos〔4x + ∕) = 4"T cos(4x + ∕).

伺⅝^ (D).

∙(x) = τ⅛~(2-3xy = -3(2-3x)T ,
2-3%

∕"(x) = -3×(-1)(2-3x『(2-3x), = (-3)2 x(-1)(2-3<2,

广⑺=(-3)2 × (-1) × (-2)(2 - 3x)τ (2 - 3x)' = (-3)3 x (-1) × (-2)(2 - 3x)' ,

∕8(x) = (-3)"(T)x(-2)…(-("T))x(2-3x)f =胃：？ 故应选(D)∙ 

∣198^⅜a 96.

由役) = [/(“)]?，可得

/3 = /(“)]'= 2∕(x)∙ /3 = 2[∕(λ)]3 ,

/"(*)=[/"(疥=2 x 3 ‘ [∕Q)f /3 = 6 × [∕(x)]4,

所以/(1) = 6X[/(1)(=96,

H¾⑴产嗯，⑵⅜⅛ 
1-Λysm(^) y -2x

(1)方程两边对 X 求导，得-sin(9)U + xy,) + -y-l = 0,
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解得电=y =也也也.

dx l-xysin(xy)
(2)方程两边对x求导，得3炉+3北/ = 68 +犷)，解得变="=学二^.

dx y - 2%

L^^<隐函数求导，求导过程中牢记J是'的函数，遇到y的表达式0(切对%求导数 

实际上是复合函数求导数，?是中间变量，%才是自变量，仪力对%束导等于"(y)∙j/.

∣2O0^⅜

方程两边对x求导，得y +沙-cos的2>2政.y = 0 ,

解得y' = ^ —2? ‘ 于是y[x=o =-
2©cos(皎)-x l=-ι 2π

∣20lB⅛切线方程是2x + y + ] = 0；法线方程是A2y+3 = 0.

方程两边对x求导，得sec?(X + y +己)(1 + /) = y,,

将 x = -l,y = 1 带AJt式求得，y∣χ=j = 一2.

于是所求切线斜率及=-2,切线方程为y-l = -2(x + l),即2% + y + l = 0∙

法线斜率& =-, = ；,法线方程为y-l = ∕x+l),即％-2y + 3 = 0∙

∣202∣^^ 2x-y + l = 0和4x + y-2 = 0.

将x = 0带入方程得∕+2 = 3y,解得％ =1,% =2.

在方程两逅寸x求导，得2抄，+ 2e" 6 +中‘)=3了，

解得y = —,于是yk。=2 , ^‰0 = -4.
3-2xe∙-2y '>τ ‘严2

所以曲线在(0,1)的切线方程为y-l = 2(x-0),即2x-y + l = 0;

曲线在(0,2)的切线方程为y-2 = -4(x-0),即4x + y-2 = 0∙

03喳舟

由方程;1/3) = /111p可得，当方 = 0时，y = l∙

方程两边对χ求导，得 f(y) + χf,(y)y, = ^yy,∙hιy + ey •-/ , 

将" = 0 , y≈l, /(1) = 1 代人上式，得?[ =-.

•Wl q = T, ∕> = -l.

由曲线7 =炉+αx + b过点(1,-1),得T = l + α + b,即α + b = -2∙

对曲线y = -+0x + b,有V = 2x + a,在点(1,T)处的切线斜率为*四=2 + α ;

对曲线2y = "-l,两边对x求导，得2j∕ = ∕+3中2)',解得y = —^F，在点 

2-3xv



152 第2章 导数与微分

处的切线斜率为w四=ι.
I 2-3xy2|x=1)

由题意，两曲线在点(1,-1)处有公共切线，所以2 + α = l,解得" = -l,从而b

d》_ x+y) _(x + y)'(x-」H(x-歹)'(」+》)

=(l+y)(x7)-(l-y')(x+y) = -2y + 2v' = 2(炉+「) 

(χ-y> (,χ-y)2 (x—yf

回至川)=-+'以1)=焉.

将x=l代入原方程，得y = l.

原方程两边对x求导，得e，y' + y + ?' = O, ①

①式两边继续对x求导，得em')2+e，∙y' + y'+y'+k" = 0, ② 

将x=l, y = l依次带人①和②，得了④ /(l) = -^⅛.
e+1 (e+l)3

|207言-2.
等式两边对x求导，得我+3嗯+3图停=0,

将x = Ly = T依次代人已知等式和上式，得^] ] =1,鲁| =-2

3⅛, 21nx∙∕*τ. 1 1

方法一：对数求导法.

两边取对数，得隐函数也p=111元，111% = (111%)2,

上式两边对力求导，得上y = 21mΛ:，!，于是y = y∙加 = 21d%∙/λh 
y % x

方法二：复合函数求导法，

y≈^x≈^x ≈^ 9

所以 / = e°n" ∙ [(In “A J =卢,,In %，§ = 2 In % ∙ ∕ι.
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二4指函数y = ι√x)，8 ,(x)>0］求导数，常用两种方法.

(1)对数求导法：将y = a(*)心)两边同时取对数，得lny = v(X)lfl"(x),然后利用隐函数求 

导方法求出导数.

(2)复合函数求导法：把函数变形为yWeW*)M."),然后利用复合函数求•导法则求■出导数.

∣209藤⅛ (1 + sin x)'[2x ln(l + sin x) + λ2∙[:需 J.

方法一*:两边取对数，得lny = %2ιn(i + sin%),

上式两边对X求导数，得其= 2xln(l + sinx) + x2∙产耳，所以 

y l + sιnx
y, = (l+sinx)χi ∣^2xlιι(l + sinx) + x2 ∙】；需妥]•

⅛¾二：j7 = (l+sinx∕ =eln(i+sinx)' =©'岬+疝幻,

y = eχ2wι+sinx) ∙(fln(l + sinx)j =(l + sinx∕ [2xln(l + sinx) + %2 .^^^]

∣210^^ xsbXλ∕^∙卜sxlnx +』sinx +永^~~—

两边取对数，得lny = sin'lnx + ；ln(e"-1),

上式两边对x求导，得工♦j/ = cosxlnx + LsinΛ: +—— .......,于是

y x 2(ex -1)

曳=y = %sinx√en cosxlnx + isinx +  
改， ( x 2(e'-l)J

垣霞号二五一飙1 + 2/+登)

两边取对数，得lny = ±∙ln(l + 2%)-2 ,

±≡⅛求导数,得A-*(g) + 3∙急+〉

sc.1, , (l + 2x)± 2 ( c、2 + 2x∖ 
所以 / = i——........ 5- ——ln(l + 2x) +...........

器 x2l x l + 2xj

(x + 1)2∙∙√2x + 2{ 5 _ 10 )
(x-l)3 •限-3(2(x + l) — 3(x-l)J

两 W)⅛数，1# ln}» = 21n(x +1) + ⅛(2x + 2) - 31n(x -1) - ∣1π(3λ - 3),

上式两边对x求导，得工少' 2 | 2
77T + 5'2x + 2

3
3x-3

所啥人≡^⅛⅛T高
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∣213^^ xχx [xx lnx(lnx +1) + xx"1 ].

两边取对数，得lny = x、lnx∙

上式两边再取对数，得lhlnp = xlnx + lnlnx,
上式两边对x求导数，得J-.Ly = ι11χ+ι+q-.L 

y x

所以y' = N，x*lnx(lnx + l + T^) = /Xlnx(lnx + l) + /T]，

∣214摩a 4x2l(lnx +1)2 + 2x2x^l.

首先y = ∕=e2",于是

y' = (χ2,' =(e2χinχy =e2^(2χl∏x), = 2x2x(lnx + l),

y, = (y),=2[x2x(lnx + l)]' = 2 (x2x ∫ (In x +1) + 2x2jt (In x +1/

=4p3 + 1)2+2/-1.

函d% = y(∙ y+1)? - χ(ln χ+if
— dx2 ^ 封(In y +Ip

方程两边取对数，⅛-lnx = -lny ,即xlnx = ylny.

上式两边对x求导数，得lnx + l = (lny + l)∙y',解得y=-+? '于是

lny + 1
乜(lnx + l]'倒 y + l)-g + l)A' y(lny + l)2τ(lnχ + l)2 

dχ2 (lny + lj (ln.y + 1)2 xy(lnty + l)3

∣216* ⑴鼻，Q)-tan∕∙

(I)-=巫=(1+⅛1=2L
dx 苴 ∕ V 2(1-C) 1一产

z9λ dy y,(t) (sin∖) 3sin2 ^cos/
改 AO (cθs")' 3cos2Z(-sint) 皿’

出7鹿直%, 

4

■ _ 了」.(俨+l)e')' (/+1)2或 f+l

也 /(0 - 依2)- 2f(f + l)e" _ 丽，
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历8^^ x-y = 2-ln3∙

当1= 1时，曲线上相应的点为M(2,M3),该点切线斜率上=/] =1,于是切线方程为 

ty-ln3 = x-2 ,即x-y = 2-l∩3, 
历9^a切线方程为x-2y + 2 = 0;法线方程为2x + y-l = 0∙

⑪ y'(f) _ (e'cos。— e, cos^-ef sin^ _ cos^-sin∕

* 一 £(。 (s sin 2。' e，sin 2^ + 2e'cos 2^ sin 2/+ 2 cos 2t '

当x = 0,y = l 时、£ = 0, 且?]

M=o 2
于是切线斜率为占=；,切线方程为y-l = ]x-0),即x-2y + 2 = 0,

法线斜率片=-工=-2,法线方程为y-l = -2(x-0),即2x + y-l = 0.

& dx 更

求名，

⑪—不 —(^cosf-sin^) — (cost-tsmt)-cost —
改_ 窑-(8S/)' " Tin, 一'

求些，即求学，参数方程为[] = o°s',由参数方程的求导公式，得

改2 改 ∣y=/

也=鱼=正=_!_=_J_.
-sinf sinf

即求也，由参数方程的求导公式，得些=学=卓. 

d% ' dx 出

也皿"侬 + 4 =2±/ = 3(1 +行.

改皿)(arctan t),备

生正空空L =竺山」12小严，

dχ2 dx (arctan// J~T

于是乳.8.



156 第2章 导致与做27

∣222*l

⑪ K V。)= (sMj = cost 
辰-丽= (e*J=E

-sin f ∙ (e' +1) - e' cos f
生=之 

京一*”)'

于是*4 ⅛l

∣223t^ dy∣^3θι =2.8 ,

(e'+l)2 (e' +l)sin∕ +屋 cosf 
3+1)3

8

∆y∣s3θ1 =2.891; dy∣s3θoι =0.28 , ∆y∣χ3 θ =0.280901.

微分dy = ∕'(x)∆x = (3炉 +l)∆x ,增量Ay = f(χ + ∆x)-∕(x),

4ylz =(3x2+1)ΔxL =2.8, ∆y∣x=3 = 3.13 + 3.1-(33 + 3) = 2.891.
Δr=0,l ∣Δr=0∙l Δx=0.1

dyL3 =(3x2+1)ΔxL =0.28, ∆y∣x=3 = 3.013 + 3.01 - (33 + 3) = 0.280901.
Δr=0.01 lΔr=0∙01 Δκ=0.01

1224维

由题设条件知，函数增量缈 ∆x+o(∆x).于是由微分的定义知，/(x)可微，且

,所以八2)=；.

在点后处，⅛ = /,(x0)δx = δx，于是翘/ = 1，所以⑪是与Ax等价的无穷小一故应 

选(C).
应6霞(l)-±sin>%dx,⑵ arcsin∣dx.

(1) V
严〃 si∏2 斗=e"吟∙2sinL(siiα)'= e% .2sinl.cosl.(l),

= e^.2sinl.cosl.(--h) = -⅜sinJ∙e^, 

所以切=√dx = -±sin§∙e"° 3改.

(2) ∕ = (x),arcsin-÷
]+ *(T'+g)'

arcsin—+ x∙ 
2

一2%

arcsin-÷x∙ 
2

—% . X/ • = arcsin —,
y∣^ 2

方5

所以 dy = y'dx = arcsin-dx.

∣227^^ (1) ^jd^，(2)-∣ta2<bc.



第2章 导数与微分 157

(1) y' = - , 1 . - • (2 + smx)f = C0SX , 
2√2 + sinx 2√2 + siħx

cos x I 1 i
'叽。=儿。改=荻也

⑵ y'=τ⅛ro+2")'=r⅛3山 2∙3=垄罢

于是儿=_；：2-2弊| =-∣lβ2, ⅛,Lι=Λ=Λ = -∣ln2dχ-

包一黑*
方程两边对%求导，得2" + cos(x + y)∙(l + y) = 0,

解得y=- cos(x + J) 
2+cos(x + y)

于是 S = y'dx = i cos(% + y)曲 

2+cos(% + y)

∣229j^ --dx.

当x = 0时，y = l.

方程两边对x求导，得e?∙V + (y + jg/)-0 = 0,
解得 ^,Lo=-∕±L =~，于是微分 dy∣E=y'L。dχ=~dχ.

由导数定义'/'(。)=理与咨=段于二理学=4

所以微分 4∕∙(x)Lo = f'(0)dx = -∣dx.

∣231⅝^ (A).

由 y = (l + e*)*=e"hα+∕),得

j,=产"内■ (xln(l + e*))' = (1 + e*)* f ln(l + e*) + x ∙

所以 ® = ydx = (l + e”)[ ln(l÷ejf) + dx.故应选(A).

∣232^≡ (1) ∣x3 +c , (2) ∣sin3x + c , (3) lnlnx + c , (4) arctane"+c.

(1) x2<k = d^∣√j = d^∣x3 +cj.

(2) cos3%dx = |cos3%d(3x) = ∣d(sin3x) = dQsin3κ + c}

(3) ―5—dx = -^-d(lnx) = d(lnl∏Λ) = d(lnlnx + c). 
xlnx lnx
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⑷ 1 j%女改=1 了(e')2 d(") = d(arctane') = d(arctane* 牛 c) ‘ 

,33 雇¾ (C).

由 ∣∕(x)∣≤ M 得 /(o)=o、又 ∣ZWzΔθl∣=∣Z⅛2∣≤∣^-∣=∣x∣,

所以lim∣"xf(°)∣ = 0 ,于是lim∕")^^∕(°) = 0. 
一01 x-0 I Xto %-0

由导数定义知，/(x)在点x=0处可导，且广(0)=野"?:'=0.故应选©，

∣234⅛¾ (1)1,⑵ 100!, (3)

⑴用导数定义.注意到/(0) = 0,且arctan含〜€α-0)，于是

c /一1 , 2%3x + f—~-arctan------
∕,(0) = lim'α)-∕(°) = lim——T-------必•

χτ° x-0 *→0 x

arctan —
χ2-l 2x

(2)用导数定义.

仙°0)= ■蛹号≡箝= ,⅞⅛MxT)α-2)∙∙G-99) = 100!∙

(3)函数表达式是多因子乘幕，用对数求导法.

两边郸⅛数，⅛ ln ^ = ln(x3 +1) +1 ln(3x+1) - 2 ln(x+1) - 2x ,

上式两边对工求导，得L了=辛，+—?------?_一2,
y x +1 2(3% + l) x + 1

所以？ 心理卫俘L+」___l_A曳I =-当.

dx ' (*+1)呦，^x3+l 2(3x + l) x + 1 J 改胃 8e2

∣235l¾⅜a 1.

/(“)可导必连续，由题设知，lim[∕(χ0 + 3⅛) - 3∕(x0 - A)] = -2∕(x0) = 0 ,于是 ∕(x°)=°∙ 

又

lim∕(%+3∕j)-3∕(%-%) = lim∕(¾ +3⅛)~31im∕⅛-⅜)
■→0 勿 A→0 / A→0 α

31im∕αo+3")-∕(%) + 3Hn∕(⅛且 f(%) = 6∕,(x0)，

20 3 方 Λ→0 一斤
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由题设知 6/(%) = 1,故 ∕,(x0) = | •

^¾ (D).

先求极限IimJ∙l∏y(sinx).因为叫∕(sinx) =/(0) = 1,于是 
a∙→0 2χ xτθ

⅛5±ln∕(sinx) = ⅛⅛ln[1 + /Gin*)-1] = ⅛⅛[∕(s⅛^) -1]

=lim∕(sinx)-∕(O) = limΛsmx)-∕(0) .≡Ξ = l∕γ0) = 2, 
χ→o 2x a。 sinjc-0 2% 2

所以Um[∕(sinx)]⅛ =吧e沙心” =e2.故应选(D).

∣237^⅜ _2_ 
l+e2'

/'(x)=-辞呼，切线斜率左= /(1)=-弓，切线方程为y-： = -个(xT)∙

令尸0,得$ =1+e于是

3〃

lim ) = lim-------------- — =----------i.
π~÷∞ n→∞ ( ,、3〃 / 9 ∖3" l + e2

1+ 1 + S ι + iim 1 + A
I 3nJ 18 ( 3")

∣238^^ x + y + l = O.

由题设极限知理[∕(3x-l) + 3] = 0,从而f(2) =理∕(3x-l) = -3∙于是

丹Ze|^ = 3x^Z^^ = 3/，⑵=3,

从而/⑵=1.故法线斜率为为=-1,法线方程为y + 3 = -(x-2),即x + y + l = 0.

∣239盛封(C).

先根据极限求出/(χ)的表达式，再讨论/(X)的可导性.先求出/(x).由 

lim—l + x2" = max [l,x2]知

一、.■ ■ 一 仔,∣x∣≤1 二一二

X -庭《1 + 炉"max{l,x2} [ 1, ∣x∣>l~'^,[:[，

于是£(])= ]血牛⑨= Km=l = 2, <(l) = Hm®& = Hm" = 0, 
χf- χ-l X→Γ X-1 xτ∣+ χ-l f+χ-l

显然，?(1)，〃(1)，所以/(x)在x = l处不可导.同理可以说明/(x)在x = -l处也不可 

导.函数/(χ)有两个不可导点，故应选(C).

∣240喑直-2.
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g（x）在x = 0处连续，则

』（。）曾⑴速止*⅛ZR41

lim
∕(e")-∕(l)小-1
—^...................+ hm 手= 2∕(l)-4 = -2.

∣241^⅛ (1) ∕(x)=

3αr + 仇 x<l

'3α + b + l), x = l ; (2) α = l,A = -2j

x3, x>l

⑶小）弋 x≤l 
x>l

(1)当x>l时,
“、人 1. 3ax + b

∕(x)= lim------^-∣Γ + 池 "=~~7π→α> J + e~n<*-1) foe(T)+]

又显然，当x = l时，∕(x)=}(3a + 6 + l);当％<1 时，f(x)=3ax + b ,

3ax + 6, x < 1

所以/(x)是分段函数，解析式为/(%)=， , (3a+ 6 + 1), % = 1∙

%: %>1

(2)/α)在>1处可导必连续，所以呼/(%) =普J/(%) = /(l),计算得3a+6=l,且 

/(1) = 1.此时

,vn ∕(x)- ∕(1) r 3⑪+ b-l oΛ(D = lm-■ = hm-------------- = 3〃，
*→r x-1 χ→r x-1

点)=现管部=呼翌=3，

要使函数/(x)在x = l处可导，则£(1)=力⑴，于是a=1,从而b = -2.

所以当a=l,b = -2时，函数/(x)在x = l处可导，且f'(l) = 3.

(3)计算易得，当x<l时，/'(x)=3;当x>l时，f'(x)=3χ2.又∕(1) = 3,所以

∣⅞⅜2^^ sin2%(/'(sh?力-∕,(cos2%)), 0.

.= (∕(sin2 %))'+(∕ (cos2 x)), = ∕,(sin2 %)，(sin2 x), + ∕x(cos2 力(cos2 x)r

=/'(sin? x)∙2sinx cosx + ∕,(cos2 x)∙ 2 cos x(-sin x)

=sin2x(∕,(sin2 %) - ∕,(cos2 x)),

=sin 2x(/'®!?冷 _ /，((^ χ))∣^ = sinπ(∕,(l)- ∕,(0)) = 0.

∣243喳⅛¾ 6xf'[f(l + 3x2)]∙f'(l + 3x2).
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第={∕[∕(1 + 3χ2)]}' = /UQ + 3√)].[∕(1 + 3x2)],

= ∕,[∕(1 + 3炉)]∙ ∕(1+3√)(1 + 3炉)'=6 犷'[/(1 + 3√)]∙∕(1 + 3?). 

∣244j^¾ -12.

由题设知，两曲线在点x = l处的切线相同，于是有

由复合函数的求导法，则

尸'(x)=[U(e*)]' =2∕(e*北∕(e')]' =2f(e*)∕'(e')(e')' =2e'∕(e*)∕'(e*), 

所以 N(0) = 2e'∕(e')f'(e*)L = 2∕(1)∕,(1) = -12.

「45^^ 2.
方法一：由极限理:]；二=2知,Hm(ezw-l) = O,故理/(x) = O.于是

lim4 = limW = lim3 = 2
jc→0l-COSX x→0 ±V2 x→0 X

2
从而又得了'(0) = lim/'(x) = 0 ,因此lim史上二=川广a)一/'⑼=/"(Q) = 2. 

Xfθ ^→θl-COSX xτ° X-0
方法二：特例法.令/(x) = M,则/(X)二阶可导，且满足

lim"T = ]jm. e? ~1 = ∏m三=2 , 

x→0l-COSX xτθ 1-COSX xτ° 1 %2

求得 ∕"(x)=2,于是/"(0) = 2.

∣246∣⅛国 0.

方⅛- ： ^ = fW^ = 2√,(x2),

票=2/8+2"(/)了 = 2/皆)+ 2√V)-2x = 2f U) + 4x2r(x2).

⅛=2L∕W+(4√)7V)+4√[Γ(χ2)],

=2∕^(x2)∙ 2“ + 8√*(√) + 4√∕*(√)∙ 2x = 12√*(√) + 8*W),

所以区4 =0.

方法二：因为＞=/(/)是偶函数，所以型是奇函数，α?是偶函数，∙⅛是奇函数,

dx d√ *
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∣247⅜g¾ (C).

由rα)="3,可得

∕"(x) = (∕,W), = (e"")' = e"叽 ∕'(x) = e2/w ,

f"'(x) = (∕"(x))' = ■"'))' = e"8 • 2∕'(x) = 2-e3/w , 

∕<*(x)=(尸(x))' = (2e"8), = 2evw ∙3∕,(x) = 2×3∙村⑺，

F")(x) = 5-l)!∙eM8.故应选(C).

∣248匿旦 w!e^1.

令 u(x)=(x+l)", v(x) = e~',则 ∕(x) = a(x)v(x),且

[m(x)]w∣^i =0(A =0,1,2,∙∙-,m-1) , [m(x)]w∣^i =n!, v(x)∣^1 = e-'.

由莱布尼茨公式，可得∕">(x) = Zc/(x)F∣v(x)]i,所以

∕",(-D = gC：[〃(x)r [v(x)T[ = C；做叨⑺[v(x)L1 =∏!e-'.

∣249B
(χ+ιy

方法一：用反函数和复合函数求导法则.

首先? = 1+工=三整，由反函数求导法则，n- = ^- = ^-,于是

dr
也_嘱k)衣)dx 1 χ χ

F-^φΓ矿 ^IΓ7ΓΓ^iΓ
方法二：用隐函数求导方法.

等式y = x + lnx两边对V求导，得1 =业+L如，

oy x ay

上式两边继续对y求导，得0 = 新g■.住J+｝翳，

解畤=3步俞.

画窖 ⑴连续、可导；⑵/,(x4T-x* + 8sx, x≠0j连缘不可余

1, x = 0
(3) ∕"(x)=卜x-《卜山[一4cos]-sin#(% ≠ 0).

(1)由盥∕(x) = K卜3sin±+sinx+l) = l = ∕(0),知 ∕(x)在x = 0处连续；
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由 ¾⅞"¾x°' = ⅛g± sm± + sm" = 1,知 ∕(χ)在 χ = 0 处可导，且/'(0) = 1，

(2)当x≠0时，f,(x) = ^x3sin^ + sinx +1 j =3x2sin^-%cos± + cosx ,

(3χ2 si。一 ％ cos—+ cosx, x≠0

1, x = 0

因为ι叫/''α)=玛(3入吗-X8S! + 8s力=1 =/(0)9所以/'(')在% = 0处连续，

又极限lim/（"）-普 = 

χτo x-0
阐3xsi4-8sR号l） = -理c吗不存在，所以/3在

x = 0处不可导.

(3)当xκθ时，有f"(x) = (3χ2sin[-xcos±+ cosx) =^6x--^sin∙^-4cosl-sinx , 

又由⑵知，尸(0)不存在.所以r'(x) = (6x-gsin!-4cos!-sinx(x声0)，

∣251^^ -2.

将x = 0代入方程，得∕(0) = nL>=1∙

方程两边对X求导，得.：；=(3My + x3y) + cosx ,

将X = O, y = l代入上式，得∕'(0) = y'L>=yU=L于是

limx(l-∕⑶魂

x x
1252倍疆-1.

由;⅛^≡Λy-e" + e> =0知，x = 0时，y = 0.

方程两边对x求导，得y+Jζ/-e" + ejy = O, 

上式两边继续求导，得V +y'+9"-e* + e，(V)2 + e， ∙ / = 0 

将"0, 7 = 0代人上面两式，得y'(0) = l, /,(0) = -2.于是

~ = ∕'(e> - sin x) ∙ (ej>' - cos x),

^ = f"^ -sinx)√ey-∞sx)2 +∕,(ej, -sinx)∙[ej,(∕)2 + eV+sinx],

=∕,,(1)∙ 0 + ∕,(1)∙(-1) = -∕,(1) = T ∙
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当f = 0时，x = l,y = 2.
由 x = 2∕+3t + l,得田=(6*+3)[ 0 =3 ,

方程e>sint-y + 2 = 0两边对/求导，得e*sin/ + e，cbs/-变=0 ,于是

知 _ e"cos∕ | 
让。l-e>sin∕∣

由参数方程求导公式‘|I
『。事

e2
Tl'

[⅞4^^ (e, +3e3,)(l + e2,).

x = "lnd7∕ = f-gln(l + e2).由参数方程的求导公式，得

dy_/(Q_ (arctane,), J⅛

L-∣ln(l + e2,)l l + e2/

d》_4/= (或)

，一次 l + e"))

4？ _ ®"= (e'+e')' 

dx3 dx ( i ,L-⅛(l + e^)J

e'+3e^ 
] 

l + e"

= (e'+3e")(l + e").

∣255^O切线方程y = ]-2x；法线方程> = ](χ + l).

螺线的参数方程为广08S;[C%9为参数 

[y = psmθ = θsmθ

dy _ y,(θ) _ (0sin^)z _ sin^ + 0cos^
改 ％'(6) (6cos6)' ∞sθ-θsinθ '

在点3呀弱处,…哆孔T于是 

切线斜率勺=一[，切线方程为y—]=_[α_()),即y =.

法线斜率为为=方，法线方程为＞-^ = ^(χ-0),郎y = ^(χ + l).
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y' = ^f^),增量©的线性主部即函数的微分，于是有

d%° =^,∆xμ =^f'^)  ̂
ΔxZ.l Δx≡-0.1 ∣Λx=-

=2∕,(1) x (-0.1) = -0.1,

所以 ∕'(D=T∙

|257崖| ^dx.

^^4≡^<≡{≡^<≡}
于是V⑵=∕,(1)∙ | = ∣arctanl = ^ ,从而⑪匕=V(2)dx = ^dx.

|258 匿斗 3dx.

dy= ⅛ = [/(/_1)]' = 3d√V-l) = 3/∙/V -1)

改一亨一 [/侬明，一 /'(历力；一 fW，

于是射 =3/./，(户一1)] =土△生=3,从而微分dy∣ =3dx∙
dx|(=1 /3。L ∕'(0) "
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∣259窿⅝ (B).

判断函数在指定区间上是否满足罗尔定理的条件①②③，选项(A)中函数在x = 0处不可 

导，不满足条件②；选项(C)中函数在端点/(0)*/(-l),不满足条件③；选项(D)中函 

数在x = 0处不连续，不满足条件①，选项(B)满足三个条件，故选(B).

本题考查罗尔定理的条件,务必牢记三个条件缺一不可 .

|260∣函数y = lnsinx在恬闸上连续；在伍歹1内可导，且"竺= cow 
L6 6 J <6 6/ sιnx

/^j = /^］ = -ln2 .因此函数在［py］上满足罗尔定理的三个条件，则在区间 

仔内至少存在一点j使得/，g) = 0 .由VG) = cotJ = On自=3 e⅛⅞1 • 
［6 6/ 2166，

［①在［0,1］上连续；

∣26lIBai令尸(x) = ∕(x) - arctan x ,贝!|函数尸(x)满足■②在(0,1)内可导；

③尸(0)=尸(1) = 0.

由罗尔定理可知，在(o,i)内至少存在一点g,使得F'(j)=o •即g是尸'(χ)=/'(工)- 

^p- = 0⅛⅛,故方程(l + χ2)∕(x) = l在(0,1)内至少存在一个根A .

利用结论倒推找原函数是中值定理证明题的常用方法.

(l + χ2)∕,(χ) = l u> f'(x)——L = 0,找出原函数为 F(x) = ∕(x)-arctanX .

函2翩if令尸(» = %;( + /公+上χ3+... +当κ+1,显然函数在［0,1］上连续，在(0,1)内可 

导，尸'(x) = %+%* +。2炉 +…+ a”x"且尸(0) = 0 , F(l) = α0 +y+ y- +∙∙∙ + -^∙ = 0,由罗 

尔定理得:至少存在一点Je(0,1),使得尸'C) = 0,即%+喈+α2钾+…+αe=0,从 

而得证方程a0+alx+¾x2 + • • • + 0/"=0在(0,1)内至少有一个根.

Γ^≡l
方程根的存在性的证明一般考虑如下两种方法：

(1)闭区间3可上连续函数的零点定理；(2)罗尔定理.

∣263幽⅛1 因为 ∏m侬=Km」*) 一『(°)= 0 ,所以 ∕(0) = 0, /(0) = 0 . 
3° X xτ° X-0

又/(1) = 0,则/(*)在［0刀上满足罗尔定理的三个条件，故至少存在一点6e(0,l),使
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得FG∣) = O.从而，函数广")在区间［0g］u［0,l］上满足罗尔定理，因此在(0,4)u(0,1)

内至少存在一点方，使得r聘)=0 •

∣26⅜嘲¾由题设可知，F(x) = x3/(X)在［0,1］上连续，(0,1)内可导，且尸(0)=尸(1) = 0 .则由罗 

尔定≡Β,存在0e (0,1),使尸&) = 0.

又F'(x) = 3f/(x) +只r(X),由于尸'(x)在［04］上连续、可导，且尸’(0) =尸'(4) = 0,则 

由罗尔定理可知，存在&e(OK),使尸‘©) = 0 •

再由尸"(x) = 6Ex) + 6χ2r(x) + </∙"(*),因尸"(x)在［0心］上连续、可导，且尸"(0) = 

尸"④) = 0,则由罗尔定理可知,存在火(0g)u(0,l),使尸"G) = 0 .

LV*7在某些证明题中罗尔定理需要反复使用.

‘①在［0,1］上连续；

|265E⅞H令尸(x) = /(x)-ef ,则函数尸(x)满足，②在(0,1)内可导； 

、③尸(0)=尸①=0.

且尸'α) = 7'仁)-(b)'=/'(盼+ 6一"，由罗尔定理可知，在(0,1)内至少存在一点4 ,使得 

尸，e) = 0 ,即 TG) + eY = 0 , I 是 ∕'(x) + e-' = 0 的根，得证结论.

匚»7罗尔定理证明题的关键是构造辅助函数.要证明形如y'R)=g'G)的等式，则直 

接构造函数尸(x)=∕(x)-g(x).

［①在［0,词上连续；

∣266B¾⅛1令尸(x)=叭x),则函数尸(x)满足 . ②在(0,。)内可导；

(3)F(0) = F(α) = 0.

且F(x) = /(x) + Jζf(x),因此，由罗尔定理可知，在(0,0)上至少存在一点4，使得 

尸纭) = 0,即/g)+好© = 0,得证.

产罗尔定理证明题的关键是构造辅助函数.要证明形如f∖ξ)+g(9/0) = 0的等式， 

则构造函数尸α)=/(力*'".如上题，由/c)+e/'e)=o可得/c)+∙∣∙7k)=o,从 

而可知g(x) = L 故构造函数尸(x) = f{x)∙^ = ∕(x>eln3 =xf(x).

∣267悟⅛1同上题构造方法，令尸(x) = *2/(x),由题设知：函数尸(x)在［0,1］上连续，在(0,1) 

内可导，且F,(x) = 2V,(x) +炉/'(x),尸⑼=尸(1) = 0 .由罗尔定理可知，在(0,1)上至少 

存在一点f ,使得尸g) = 0 ,即2"阳+片/g)=o ,从而-g)=-弩2 ,得证.

_______  .①在［0,1］上连续；

∣268处筑1令尸") = /(x)/(l7),则函数尸(x)满足，②在(0,1)内可导t

⑧尸(0)=尸(1) = 0,
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因此，由罗尔定理可知，在(0,α)上至少存在一点八使得尸(e) = 0,即/'0A/Q-⅞)- 

"3/'(1-g) = 0,从而器=售盘，得证•

J\ξ) 八-幻

结论倒推找原函数.由野广军W令/'限/(1 Y) - /0)/'0 -幻=o0? 

是∕W(i-^)-∕ωΛi-^)=θ o［∕(χ)∕(l-唠l' = 0的根，因此设辅助函数为尸,)= 

∕ω∕(i-χ). ■

∣269［⅞j⅛j 令 F(x) = ∕2Q)-e*,由题设知：F(x)在［0,1］上连续，且尸(,= 1-K<O, 

F(l) = 4-e>0,则由零点定理可知，存在”(；,1),使得尸(〃)=0 .

‘①在［0,川上连续；

又 F(0) = 1 -1 = 0 ,函数 F(x)满足 ②在(0, 〃)上可导；F(x) = 2∕(x)∕'(x) - e* . 
③尸(0)=尸0=0.

由罗尔定理可知，在(0,∕7)u(0,l)内至少存在一点J,使得尸0 = 0 .即2/@/(» = * 
从而­")=奈，得证•

由结论倒推构造辅助函数./'0=彘J → f,(x) = 笳^ = 2/(x)/'(x) = e*

= LAx)］' = (e* ,因此设辅助函数为尸(x)M∕(x)-'e*'.'

|270修j⅛⅜由了(x)在［0,3］上连续，知了(x)在［0,2］上连续，且在［0,2］上必存在最大值M和最小值

m,于是∕≤∕(0)≤M, m≤∕(l)≤M,加<∕(2)WM .因此∕nW殴土季土』& 

≤M,由^^¾fl¾!⅜i⅛c∈[0,2]使f(c)= 〃°)+ *)*/⑵=1 .

又已知/(3) = 1,函数y = /(x)在[c,3]上连续，(c,3)内可导，/(c) =/(3),由罗尔定理 

得：至少存在一点fe(c,3)u(0,3),使"自)=0 .

∣271∣⅞!5i (1)令尸(x) = ∕(x)-x ,则 P(x)在弓刀上连续，又尸(1) = T<O, F^=∣>0, 

由零点定理可知，存在"&1),使得尸(〃)=/m)F=o,即/(1)=7•

⑵令Φ(x) = e~气/a)-/，则Φ(x)在[0,"]u[0刀上连续，在(0川)内可导，秋x) = e* 

{/3-1-如/(»-月},且<1>(0) = 0, <t>m) = e"lVm)F] = 0,由罗尔定理可得至少存 

在一点 4 ∈(0,〃)，使得 ΦG)=e-熊 W)-ι-4∕(⅞) /}=0，即 ∕'C) - 4/C) - J]=I •
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J*^≤此题目中分别用到了零点定理和罗尔定理，两个定理都常用来证明点的存在 

，牲.若不含有未知函数的导数，可考虑利用零点定理或介值定理；若含有未知函数的导数， 

则考虑罗尔中值定理或者其他的微分中值定理.

此题第二问的辅助函数的构造，可以参考如下推导，结论倒推找原函数的方法： 

∕w- 4/(9 一 朗=1 = /'⑹-1「4/储)-目 o ［∕ω -4u=4∕ω-^ι 翩 ι 

汽Χ)善*、3k产独⑴」o［F'(x)-4FQ)］∣I=0 ,因此辅助函数构造为Φ(x) = 

/口"尸(冷=6-^(汾=6寸/(另7］.

∣272陶⅛1设曲线y = ∕(x)与y = -χ2+3χ + c在(α,b)内的交点为(cj(c))(α<c<6),根据题 

意绘图如图272题-图.

令尸(x) = ∕(x)-(f2+麻+ C),
F'(x) = fXx) + 2x-B, F∖x) = f∖x)+2 . 合叱° 斤⑺

因尸(a) =尸(b) =尸(c) = 0,尸(力在a切上二阶可 "

导，则在［a,c］与［c用上分别运用罗尔定理，故存在 //^］ \\

& e (α,c),玄 ∈ (c,b),使得尸&) = 0 , F'&) = 0 . —名------ j~\~~-

从而又有尸'(x)在C，$］上满足罗尔定理，因此存 "

在欠&,$)u (α,b),使得尸"0) = ∕"0) + 2 = O, 272题-图

即/"© + 2 = 0 .

∣273t^ (A).

需判断函数在［-1,1］上是否满足拉格朗日定理的两个条件①与②.

选项(A)显然满足拉格朗日定理的两个条件，故选(A).

选项(B)中函数在x = 0处不可导，不满足条件②；选项(C)中函数在x = ±l处不连续， 

不满足条件①；选项(D)中函数在x = 0处不连续，不满足条件①.

ΓTO

J***vU本题考查拉格朗日中值定理的条件，务必牢记两个条件缺一不可.

∣274* (D).

因为已知条件中不能确定函数在闭区间［a,b］上的连续性，因此排除(A)、(B)、(C).对于 

选项(D)： ∕(x)在欠(α,b)可导，则连续，从而理∕(x)=∕0)n理［∕(x)-fR)］≡=0, 

因此选(D).
切5倒¾1 > = sinx在区间［0,x］(0<x<π)上满足［野［°'可上连续，由拉格朗日定理，故存

②在(0,x)内可导

在4 w(0#,使得史竺__胆2 = (sinx)，| ,= cos⅞ .因 cosx在(0, π)内单减，故cos。＞ cosx, 
. % - 0 5
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画6函赭由于厘<ιnE<土艺= i<ιnα-in6<W,故令∕(x) = lnx, 
abba b

则f(x)在区间®。］上满足［堂自"吟整，故存在巽(瓦")，使得 

［②在(4°)上可导

∕(α)-∕(b) = ∕'0)(α-6)nl∏α-ln6 = z(α-6)，

因为0<b<J<α,所以X>L>L,故^^<lnα-lnb = !(αι6)<∙^^ ,即 

b ξ a a ς b
a—b <∣∩Q < Q-6 

α b b

∣277阳a令/(x) = ln(l + x),显然/(x)在区间［0,x］上满足拉格朗日定理的条件，故存在 

Je(0,x),使得 f(x)T(O) = r0)(x-O)n ln(l + x)- lnl =击∙x,因为 O<J<x,所 

以< 1,故有—∙ x < ln(l + x) = ∙ x < x , 即—^― < ln(l +x)<x .
ι+x 1+J ι+χ ι+g ι+%

∣278∣⅞躺 设f(X) = eχ-ex,显然了(x)在区间口力上满足拉格朗日定理的条件，故存在 

Je(l,x),使得∕(x)-y(l) = rC)(x-l)ne*-ex = d-e)∙(x-l),因为l<J<x,所以 

(e§-e)∙(x-l) >0 ,从而e*-ex>O,得证.

∣279E⅞⅞1因为(arcsinx + arccosx)' = τl=^--7- = 0,由拉格朗日中值定理的推论可知， 

一一 √l-x2 √l-x2
arcsin x + arccos x = C(∀x ∈ R).

#x = 0RAkT#C = arcsinθ + arccosO =—,得证.
2

∣280躅⅛⅜ 因为(2arctanx + arcsi∏A^y)=

=-1_ +」+ /.21)
i+犬乒子(1+近()

_ 2 1 + 一 2(1-x2)
l + x2+(x2-l) (l + x2)2 ^ '

由拉格朗日中值定理的推论可知，2arctanx +arcsin-⅛- = C(Vx》1).

取x = l代入可得C = 2arctanl + arcsinl =π ,得证.

∣⅞i*¾⅜构造辅助函数F(x) = *(x),易知尸(x)在［。，司上连续，在(a,6)内可导，且

F'(x) = f(x) +守8,因此由拉格朗日中值定理可知，存在Je(a,b),使得空三@ =

尸，C),即"即部η/e)+"(? .
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本题的关键是辅助函数的构造，由等式右边/(?) + 打■'e) =附⑶了点得到构造 

皿，

磨陶3 (1)当 α = 0时，显然有/(a + b) = /(a) + /(b);

(2)当α>0时，在闭区间［0,α］和也α + b］上函数/*)均满足拉格朗日中值定理，因此存 

在 J∣eθα)> ξ2e(bta + b),使得

/，&)= ∕(αf(0) = ∕ , r& ) = ∕(α + ∙)-∕(b) = /■ + »/©),
1 Q-0 a 2 (g + 6)-B 仅

又刍<$,且r(x)在开区间(0,c)内单调递减，因此/'4)>/g),故』*> 

f(a+b)-f(b)，又因为。> o ,所以 ∕s + b) < f^+ /0).

综合⑴⑵可知，当OWαWbWα + bWd时，∕(α + δ)≤∕(α) + ∕(⅛).
『283髓疆 由于了(x) = sinx,尸(x) = l + cosx是初等函数，所以在区间jog］上是连续的，且可 

导，又/(x) = cosx,尸'(x) = -sinx在区间(0*)内满足尸'(x)*0 ,满足柯艺中值定理的 

条件，故

—-----------= —= c°s' = -cotj ,即 cθtj = 1,解得 J 弓 e.
尸®一尸(°)T -血孑 4 (

\11^^《本题是验证柯西定理的正确性.我们需要验证柯西定理的三个条件？并寻找到区 

间(0,/)内的J点的存在性.

/(» %)
∣284∣⅞j⅛⅜由于叭"-—」=「 J ,因此可设尸(x) = E±G(x) = L .因为f(x)在 

a-b x x
b α

区间口，与上可微，所以R(%)在也切上连续，在Qb)内可导；易知G(x)在口,与上连续，

在(a,6)内可导，且

F∖x)=矿⑴丁⑴,G'(x) = --⅛≠0 .
X X

从而尸(x),G(x)满足柯西中值定理的条件，从而存在自e(a,b),使得

/(⅛) /(g) 1/纭)了0)
冬「•=——⅛——=∕(⅞)-σw •F(b)-F(a) F'(ξ)^

G(b)-G(α) 一 O0)
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即"(2/④=∕0) Y/0) •

画画3由于甚翁赛3 =勺中，因此可设F(x) = d∙∕(x)与尸3在区 

间［%川上连续，在(。,b)内可导，且F<x) = 3x2/0)因此满足柯西中值定理的条件, 

从而存在公"使得能器=倦η零E* =拶，即缥" 

…+吗也

1286醒掳 设 F(x) = smlnx,G(x) = lnx ,则 F(x),G(x)在［l,e］上连续，在(l,e)内可导, 

F(x) = ‰oslnx,^(x) = ∣≠0,由柯西中值定理，存在Je(l,e),使得

F(e)-尸(1)尸'0) sinl-0 彳^足乡

码同=而η工F = 一^ = 8gα即Sml = cosl暗.

7

1. x3-3x2+2 3炉-6》-drj + i 向=%?下1 = 8•

本题考查洛必达法则的应用.使用洛必达法则前务必要先判断是否是不定式.

∣288^^ 1 .

血义^伺=lim三=1 .

al%-l 期 J 1

x3-l+lnx fθ

在使用洛必达法则时，切莫不咸判断反复使用，本题中使用一次洛必达法则后, 

不再是或"艺"，直接可用四则运算求极限.

+0 = lim
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1 2 
等价代换 x-sinx同!洛必达l-cos%籥价代换「 与" 1

洛必达法则和等价无穷小替换结合使用，, 可以使计算更简洁•总结几组常用的 

等价无穷小，当 χfθ 时，sinx~4r, tanx~x, arcsinx 〜无，arctanx~x, e"-l~%, 

M + x)~x, 1-cosx --x2 , (l + x)α -l~αx .

威 0 .

1 1. lnx+1 加法 11 「 1 \ 八
=—lim---------^― lim — + lim--------- =0 .

αx→+<≈o xa]nx 〃《*£ ^→+∞xa]nxj
∣293^^ 1 .

「 e*-sinx-l 等价代换「 ex -sinx-l [θl 
hm j=—— — lim  --------- -
x→0 l-√l-x2 7 工%2 回

2
洛必达 1. ex - cosx Γθ∣ 「 ex +sinx
=ħm------------ - =lιm------------

“TO X 固 XT。 1

∣294^⅛ ~ •

arctanx-x等价代换「 arctanx-x洛必达
------------=lim....................= 
ln(l + 2x3) 1。 2d

= -lim ~χ2- = --. 
6x→ox2(1 + x2) 6

等价代换 1. sin2x-x2cos2% 
原双一 hm--------------- z-----

3 x∙2x∙tan x
1 (sm x - x cos x)(sπι x + x cos x)

= -lιm------------------ 7-------------------
2 5 %

smx-xcosx 1. sinx + xcosx•lim-----------------  xτθ %

sin%-%cosx c 洛必达 1. xsin% 1. sinx 1• 2 = lim-----— = lim------=-
XT。3x2 I。3x 3
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αsec2x + ftsinx 

仔…)
αtanx + 6(l-cosx) p∙j 洛必达 山(

cln(l-2x)÷d(l-e-χ2) LθJ 叫

乘法「 α + ⅛sinxcosix ,・ l-2x 「 α÷6sinxcos2x α
=lim---------------- z---------- - lim——厂=lim-------------- 工------- =——

a。-2c + 2dxe^x (1- 2x) *句 cos2 x ^→θ -2c + 2dxe* (1- 2x) 2c

因此，一卷=2,得a = Tc .故选(D).

∣297^^ 1 .

旧一4等价代换1.
原式=1里・

-x2[x-ln(l + tanx)]
= lim∙

x-ln(l +tan%)

洛必达「 l + tanx-sec2χ tanx-tan2x 
=lim-------------------- = lim------------------

χτo 4x(1 + tanx) ―。4x(1 + tan %)
1. 1-tanx 1 
lim---------- =—. 
χ->ol + tanx 4

等价代换 Hm 卜也 x - sin(sin x)]x — HmSin%-sin(sinx) 
x→0 %4 x— %3

∣300倍绍0 .

牙尸四遮善用』祭用金W

∣301j⅝fe¾ [.

Um(l-x)∙tan^χ [θ*oo∣ =lj

（连续"-2次洛必达法则）事/.。.
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{w^a o.

z ， 、I-------- 1 通分 1. 1-sinx Γθl 洛必达 v -cosx λ
ħm(secx-tanx) ∣qq-8∣ =lun---------- 一 =hm-------- = 0 , 
T 3 cosx 可-sin%

洛必达sec2 x -1 「 tan2x v x2 1
==lim----- ；— = lim——^ = lim—r =-.

χτo 3%2 χτo 3x2 a。3x 3

匚二^本题是8-8型不定式，通分化为型不定式，结合等价无穷小的替换和 

o
三角恒等式及洛必达法则求解，常用三角恒等式有sin2x + cos2X = l, sec2x-l = tan2x, 

csc2 x -1 = cot2 X .

∣305^⅛ 1 .

显然所求极限为" 0° "型不等式，利用lim f(x)g^ = limegα)ln/α)恒等变形.

唠炉=吧e*x=e卅+'ln',

其中，li∏}%ln% 叵同= lim= limT-=lim(τ) = 0,所以，limxx=e0=l . 
X→O* X→O+ 工[0j xτQ+XTO+ χ→0*

∣306^^ -.

鸣 %= 0 =lime^1°x =e骋石,

其中,lim-^土 回=lim— = -1 .所以，limχi = e^1 =-.

L^>V<c本题是ro型不公式，亦可以利用，二重要极限求解更简单：

鸣%= =lim U + (xT)尸=lta[l + (x~l)] *-* =『，
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∣307^¾ 5、

方法一：利用洛必达法则求解.

卫 II -2-to(1÷3x) ∏m2 叫+3*)
lim(l + 3x)sint =limesta, =e^ 皿

其中,Um
21n(l + 3x)同 

0

6
= liml±更=6,所以 lim(l + 3x)E7=e'. 

xT° cosx *→θ

方法二：利用两个重要极限求解.

lim(l + 3x)启=Um(l+3x)否"=

既*

=e6

lim(cosx)≡ 0 =Umeln(cosx)tat，t，2)=ei5⅛

-sinx
其中，lim样等;=lim.

^→oln(l + x2) »。号‰婆 g,所以，理(cosx)而词 1

e~1 .

1 X ln(χ7τ) lim ⅛(e~-l)

式，利用 lim∕(x)gw = limeg")ln∕α)恒等变形.加(∕-1)^ = ⅛n e = =e«~ bl ,

因 lim(x"-l)= lim(e",nx-l)= lim — =0, lim —= 0,故所求极限为"0。"型不等 
j→wlnx

其中，J≡
lnx

v 1-lnx
'e

叵
尊价代换1. e x (l-lnx)

故 卿。(%' -l)inx = e~,. 

|3io甯翦3扇.

= nm^.hm≥^s^-↑,
*T+<w χ->+ob j∩ %
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以亨通=Z手=产a,

-xina + m
其中、lim3[⅛' + ∙)-ln2] fθl ≡⅛31im_£±打_ = -^a + ∖Λb)=∖a{db^ , 

χ→o x x→0 1 2

所以，或岁，=ehl加=(ab^ .

j-**^T本题是『型不定式，也可以利用第二重要极限求解.

∣sιι⅛⅜a 3.

因 limJl = lim W ≡≡lhn吧T 西

XT0 亡 X→O χn Xfθ χ"

洛必达sec2x^l tan? %等价代换1 炉
=lim------- ：— = lim------ r —lim——-,

χ→θ nxπ^, χτo nχι n …xn'1

又两者是同阶无穷小，故〃-l = 2nτι = 3,

∣312∣^ -2 .

因∕(x)在(-∞,+∞)上连续，则∕(x)在x = 0处连续.即理∕(%) = ∕(0) =4 •而理 

sin2x+e2αx -1 ½^½ 1. 2∞s2x + 2αe2flx c -
/(%) =晚----- ------ --==lim----------- j--------- = 2 + 2α,所以2 + 2α = α,贝!1q = -2 .

∣313^^ e^≡ .

因 ∕(x)在 ％ = 0 处连续，贝!) lim∕(x) = ∕(0) =q .而 lim∕(x) = lim(cosx)x2 =lime χ2

=e寸芋，其中li∏Λ字≡lim3± = -L 所以，lim∕(χ) = e^,故α = 3. 
z° √ χτ0 2χcosχ 2 χτo

[314 存a 1.

观察到函数在x = l时无意义，需要补充函数在x = l的定义，要使函数在x = l处连续，只 

需左极限值理f(x)等于函数值/(1)即可.

1im ∕(x) = lim∣ — + ―1--------- 1—
5 1→rLπx sinπx n(l-x)

= - + limπ(l-x)-sinπx 令I-"，,十血射一sin砍 

π 5 π(l-X)sinτw血皎~政" ….川丁

△ +-088畋△+ —入@丝」

π >~κr 2兀》 π >→o* 2π2 π
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补充定义/⑴=2,贝∣Jf(X)

—+ ^τ--------- - ■■■ ,x∈[-∣,l)
πx smπx π(I) 2在技口上连续.

∣315窗⅛1 ⑴因0<x1<n,则0<% =§in玉 Wi<π ,可推得0<%+∣ =sin% <兀，" = 1,2∕∙∙, 

故可知数列",｝有界.

又当x>0时，sinx<x,则刍旦=用<1,即%“<%,因此可知数列｛%｝单调递减，由 

单调有界定理可知屈天存在.

设limxj,=∕,等式x“+i =sinxjl两边求极限得∕ = sin∕,解得∕ = 0, BP limxa =0 . 
∏->∞ "T8

由_Q)知此极限为“产，型不定式.

令t = xr,，贝J〃f 8时，f->0,故呼1

In

(虹F=lim修F=lime中=e"H,而

(%“ J T0〈 £ J 一 0

其中.一'/)

此得，n

-1 「 sinf-E 落必达「
-^———=lim——：—=lim* ∕→o r ∕→o

cosf-l洛必达

3*
-sint 1

映w=-%'因

lim lim
⅛^=e^

%
∣316肯拉格朗日型：e*=l + x + ^→…+ H + -Jχ"∣(J在0与χ之间). 

2! 加(〃 + 1)!
佩亚诺型：e'=l + x+] +…+ [ + o(x").

(1)写出函数的各阶导数,f∖x)=f"(x)=-=fw (x斤("向(x)=..

⑵求导数值:/(0斤"(0)=・•寸叫0)歹"叫0) = 1.

(3)代入公式③，得带有拉格朗日型余项的麦克劳林公式为

∕α) = e"=l + x + !→…+ W + 7~Jx""(J在0 与 x之间).

2! 加(％ + l)!
代人公式④，得带有佩亚诺型余项的麦克劳林公式为：

/(%) = ]=1 + % + 七 + 一. + 上 +0(%").
2! n!

WJ
-^*'U几个常见函数的麦克劳林公式需要记住，后期用时会更方便.

(1) ∕(x) = ez =l + x + -+ —+ o(x").
2! 加

⑵血』3%∙∙+岩厚+…



第3第 微分申值定理与导数的应用 179

⑶3%+%…+ ∙^^ + o(/).

(4) )n(l+x) = x-y + ∙∙→(-lΓ1^- + o(x")x∈(-l,l]∙

(5) — = i-x+xj-∙∙∙ + (-l)"xn+o(√)U∣<l.
1+x

(6) (l+χ)li =[ + αx+α(丁口 + … I α(α-l)>-(α-j + l)
n∖

•£+o(%〃)∣%∣<1∙

§v^^ 2 ,

由麦克劳林公式e"=1 + " +右+ 0(炉)，及%→0时ln(l + x) ~ %,可得

「 xln(l+x) x2 同除府 1 c
lim—— ---- - = lιm-：-------------- -----------------~-τ- = 2 .
xe"xT 7 二+ °(M) l + lim⅛)

2! ' ' 2 一。X2
[318^^ | .

当xf 0时，tanx~x,分母可以先使用等价无穷小代换•分子的sinx不能使用无穷小代

换.由麦克劳林公式，有sinx = x-*+q(X3) , cosx = l-忘+ 0(f)，贝IJ

1. sinx-xcosx 1.； lim-----------------=lim-
χf ° tan x χτ°

sinx-xcosx

[x-⅛ + o(x3)]-x[l-  ̂+ o(x2)] 
lim——^.................-——^..............
3 /

[x-∖ + o(χ3)]-[x-] + o(χ3)] ⅛-+∙o(x3) 1
lim——2-------------——2................=umJ_ — = A .
3 x3 *τo x3 3

L***^此题用洛必达法则求解更简单.

∣319候统.

由麦克劳林公式’有 Jl + X= l + gx-*2+ o(*2) , Jl-χ =l-}χ-* +θ(χ2),则

[1 + %¥ + 0(/)] + "*¥+0(f)]-2
j⅛E +尸-2=um

x→0 X xτθ
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此题中的√m,√T7不是作为因子出现的，故在计算中不要使用无穷小代换.

阿⅞^ (A).

由麦克劳林公式，有hι(l+x) = x-5 + o(x⅛，，得，)，

.蛆1+月一"+以)山一尹。(?3+我) 

XTθ χ2 x→0 %”
lim

(1 - α)"g + b)∕+2 2

所以，l-α = O,-Q+∕"+徵砒》!∖.故选(A).

阿B吊. \

当xf0时，sinx2-x2,由麦克劳林公式，有,

COSX = l-^γ + θ(χ2) , / = 1 + M + θ(χ2) , Jl + χ2 =l + -iχ2 ~^χ4 + °(x")' 

分小费天此&禹不xm2[⅛干H升]、大天： 二r

i+jχj而 J1 户炉 1+τχ2 -[l+-χ2 --χ4 +o(jc4)]
贝(]ιim_2 吗"* ≡iim-_■"_^——^----------------- 

x(cosx-e )sinM ^.L- + o^.^+o{^ 
2!>ooχ-χ∖3 .

+o(x4) ∣x4+o(x4) 1
= lim7τ√------ ~~r^- =JimΛ-------------- =——
7鸣电返施士4山⑺ 12

心卜+。⑴

5 X*
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由麦克劳林公式sin 6x = 6x -(6；： + 犬/)得

1⅛sin6^ =lim^^^

Z χ3 XT。 χ3 x→Ol χ2 j

因此，嚼色驴=36 .故选(C).

此题不可用洛必达法则求解，因为题目中的/(X)不知道是否可导，(2)此 

题有多种解法, 参见98题.

伺24酸蜀(A).

由麦克劳林公式 e* = 1 + x + — + o(x2)知 e* - (ox? + ⅛x +1) = (1 — b)x +(： —α)x2 + o(x2), 

因^-("2+权+ 1)比一高阶无穷小，则1-b=0,3-a= 0,即a = ；,b = l .故选(A).

∣325^^ 二阶.

由 Q + a =l + Οχ + *. +…+如-1)：喙叱〃 +。(*，知 

√l-2x = 1 + ； (-2x) -1 (-2x)2 + o(x2) = 1 - x -1 x2 + o(x2), 

J1 -3x = 1 + g(-3x)-g(-3x)2 +。(炉)=1-α:-/ +。(/) •

故万石-疗石=；炉+。α2),因此当χf0时，√I3五-汴五是χ的二阶无穷小.

∣326⅝⅜⅛¾ -3n(κ-l)!.
由泰勒公式ln(l + x) = x-y + ∙∙'∙ + (-lΓ1 £ +。出)，知

ln(l-3x) = -3x-( ：)- + ∙∙∙ + (-1)"^1( ：)+。(『)=-3x-^x2 +... + (-l)π~1( ：)x" + o(χ") 

其中，等式右端/的系数为(T)i子，又因泰勒展开式

Xx) = X0) + y(0)x + §px2+... + 岩^x" + o(x")中X"的系就⅛七?，故(-l)"^'空^ = 

2罩，解得严(0) = -3"("-1)!.
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∣327嬲 由麦克劳林公式可知，ex>l + x + |e^.x2 (O<0<1),其中当"0吼 

ge—χ2>o,因此，e*>l + x (x≠0),得证C

Γ⅛al
J∙*∙-'U此题亦可用拉格朗日中值辜理或根据⅛>毅单调性证明.

∣328l⅞¾i⅜在x = 0处将函数/(x)按泰勒公式展开得

f(x) = ∕(0) + f'(O)x+金尸(0)炉 + #"(»3, 7介于0与X之间，χ ∈ [-1,1]，

令x = -l,x = l时，有

O = f(T) = f(O) + *"(O)-*"也)，％ e(T,0),

1=∕(1)=∕(0)+∣Γ(0)+打"(%)，% W (0,1)，

以上两式相减得/%7j 2/(%)= 6 .

由已知_r(x)连续，一则贝汽X)在闭区间固,%]上必有最大值"和最小值加，

所以如</尸(%)+/”(%)]wm，由连续函数的介值定理可知，至少存在一点 

J∈[%,%]u(T,,,.使得『汽分=g#SJ+/”(％)] = 3 .

Γ>≡l
匚x题设条件中若出现二阶或二阶以上导数时往往考虑泰勒定理.本题中出现了三阶 

导数，因此我们使用泰勒定理时展开到了三阶.，

胸幽 设函数/(X)玄a点取得最小值，则" e (0,l),/(a) = -l,/'(a) = 0.

函数在 a 点的泰勒公式为 ∕(x) = ∕ (a) + ∕,(α)(x-α) + 今。(x-α)2 =-1 +『")(x -α)2,

令％ = 0,x = l 得
o = ∕(0) = -1 + ^^α2,⅛ ∈ (0,α)……①

0 = -l + Z^l(i.β)2^2e(flji)……②

若0<α,,则由①可知/"(行28；若;<α<l,即O<l-αwg,则由②可知 

∕U)≥8-

综上，至少存在一点Je(0,1),使得/C)》8.

画量 在(~∞,0), (l,"o)上单调递增，在(0,1)上单调递减.

(1)函数的定义域为(→0,+∞),
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⑵因 ∕'(x) = l-x
!=毛二，可知* = 0是不可导点.

令/Q) = 0,解得X = l,即为驻点.

(3)用x = 0, x = l将定义域划分为小区间，以表格形式讨论如下.

X (-∞,0) 0 (0,1) 1 (1,+8)

尸⑴ + 不存在 - 0 +
/(X) ↑ ↑

因此，函数/(x)在(Υo,0), (1,+∞)上单调递增，在(0,1)上单调递减.

∣331囱3令尸(x) = tanx-x-#,则尸⑴在呜)上连缘可导，且

Γ,(x) = sec2x-l-x2 =tan2x-x2 =(tanx + x)(tanx-x),当 O<χv］时，tanx>x>O , 

AMFr(x) = (tanx + x)(tanx-x)>O ,因此，尸(%)在［0,?上单调递增，故当0<%<］时， 

有尸(x)>F(O) = O, EPtanx>x + ∣x3 .

5利用单调性验证不等式的步骤：(1)构造辅助函数尸(X), 一般情况下，我们把不 

等式一端整理为0,则另一端就为辅助函数；(2)判断尸(X)的单调性；(3)求出区间端点的函 

数值或者极值得证不等式.

∣332蹊而令Fα) = (l + x)ln(l + %)-arctan% ,贝∣JP(%) = ln(l + %) + l-^^ = ln(l + x)+y^5∙, 

当x>0时，/α) = ln(l + %) + 5T>0,因此，F(%)在[0,+∞)上连续且单调递增，故有 

一 、arctan x
尸(x)>尸(0) = 0,即尸(Χ)=(1 + 力111(1 + e)-3h:1011χ>0,故ln(l + x)>不工一.

∣333^¾ (D).

反例：∕(x) = x3 ,x ∈ (-∞,+∞),则 ∕'(x) = 3炉。0. (A)不正确.

而 ∕'(-x) = 3/ d 0 ,排除(B). ∕(-x) = -√ 单减，排除(C).故选(D).

事实匕对睛石用，当石M时，有一玉<F，则/(f )</(F),也即一/(F)>-F(F)， 

故-/(T)单调递增，(D)正确.

函通(C).

因方程左端是偶函数，先在(0,+8)内讨论根的情况.

1 工 1 1 1 1
当x>0时，令/(%) = /+/—cos% ,贝!]∕Q) = ∕+J-cosx2x"+必 一1 , 

故当x>l时，有/(x)2>0,即方程/(%) = 0在(l,+∞)内没有根.
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因f(0) = -l<0,∕(l) = 2-8S1>O,由零点定理可知，在(0,1)内至少有一4<.

又∕3=%T+*T+sinx,且簪∕3 = "o,故函数∕(x)在[0,1]上单调递增，因 

此方程/(x) = 0在(0,1)内有且仅有一个根.故方程/(x) = 0在(0,口)内有且仅有一个根. 

利用偶函数的对称性可知，方程在(f0)内有且仅有一个根，故方程∣xF+[x∣Lcosx = 0 

在区间(-oo,+oo)内有且仅有两个实根，所以选(C).

]335膝⅜ (B).

因为∕'(x) = 3x2-3=3(x-1)(x + 1),令∕'(x) = 0,得驻点为x = -l,x = l .

当x<-l, x>l时，函数/a)单调递增，当-l<x<l时，函数/(x)单调递减，且极大 

值为/(-1),极小值为/(1),又里∕(x) = -∞, lim/(x) = ∞,若要使函数恰好有两个不 
同的零点，则需要了(-1) = 0或言7⅛ = 0 (如33；黛-图所示)，即〃-l) = 2-α=0或者 

∕(l)=-2-α = 0,故α = 2或α = -2,因此选(B).

函数的零点问题或者方程根的问题，在应用中可以转化为对应函数图形与x轴的 

交点问题，而与X轴的交点问题可以通过函数的单调性来判断.

|336唯封(B).

因 ∕(x)=χ5-2αx3+3fcc + 4c是奇次多项式，lim∕(x) = ro, 1≡∕(x) = +∞ ,由极限的 

保号性知，存在q<0,使得/(q)<0；存在心>0,使得/g)>0 .由零点定理可知, 

至少存在一根.

又由于r(x) = 5χJ6α√+3b,因为A = (-6o)2-60b=12(3∕-5b),由画牛可知A<0,所以 

∕'(x) = 0没有实根，且∕3>0,从而∕(x)单调递增，因此函数∕(x) = χ5-2α√+3fer + 4c 

^⅛Y实根，故选(B).

但37鹿召(D).

因为歹，(%)= ∕'(χ)d)T∕(χ)-f(嘲
(x-α)2

—∕'(χ)α-α)-∕'3)α-α)=rα)-√'e)(其中^ < 欠月，

(x-α)2 (x-α) '

已知广")>0,则一⑵单调递增,即/,(x)>广⑹，从而F<x)>0 ,于是尸(*)在(a/]
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上单调递增，故选(D).

座疆晶因为y = lftx是单调递增的函数，要证(a + x)" </",即证ln(。 + x)" <lnad+',故只 

需证明αln(α + x)<(α + x)lnα 即可.

设 jf(χ) = αhι(α + x)-(α + x)lnα,则/(%)在。÷∞)内连续、可导，又，(%) =」一一ħια, 

其中α>e, 1πg>1, ^^<1,故f'(%)<0,因此函数∕(x)在［0,+∞)上单调递减，而 

/(0) = 0,因ltt⅛x>0时，∕(x)<∕(0) = 0, RPaln(α + x)<(α + x)lnα ,也即(α + %)“ <α"".

|339蹬疝设f(x) = l∏2χ,因/口)=里，可知/")在阿可上满足拉格朗日中值定理，故 

1112._历2a=2[]@_@), α<g<b.

令90=?，则"")=与"，当f>e时，"(f)<0 ,即p(f)单调递减，因此

φ{ξ)>φ(^),即号>号=弓，因此 111空-/0=警(b-dl)>玄S-/.

1阁国0田在y,o)G，y|是凹的，在(0,()是凸的，拐点(0,0)

⑴函数的定义域为(-∞,+∞).

(2)Γ(x) = (χ5-χ5y = ∣x^-p.广(x) = ?¥-?〉= ?•壶∙(4x-l),可知，x = 0 

是/"(x)不存在的点.令/"(x) = 0,解得"1 .
4

(3)用x = 0, x = L将定义域划分为小区间，以表格形式讨论如下.

4

X (-∞,0) 0
4

∙Γ(χ) + 不存在 - 0 +

/(© U (0,0)拐点 n l⅛一方拐点
U

因此，曲线在(Y),0),g,∙ko)是凹的，在也,；)是凸的，拐点是(0,0),(；,-鲁］

⅞∏⅛ (D).

当 ％e卜弓冗)时，-l<sinx<0,因此O<l + sinx<l,贝!j f(x)=∣l + sinx∣ =l + sinx,且 

f∖x) = cosλ < 0,/,,(x) = - sinx > 0 , x∈^π,^π^ .故/(Κ)=|1 + 5111X1的图形在区间(式4冗)
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内是单调递减的，凹的，故选(D).
画噩 令∕") = e',则∕'(r) = e，∕"Q) = e'>0,因此曲线％) = er在(％y)或仇分上为断 

的，于是由定义可知j/(x) + 7V)]>f(号)，即与立>e争.

|343惟泡 在(y⅛l), (2iy)凹的，在(L2)是凸的，拐点是(1,0), (2,0).

函数的定义域为(f也)•因为/(x)=∣x2-3x + 2∣=
x2-3x+2,xW1 曲22

-%2 +3x-2, 1 <x<2

2x-3,x<1Mx>2 (2, x<l^u>2
∕(x) = - ^R≠½,, x = l,x = 2, jrα) = {^j⅜, x = l,x = 2 .

-2x+37 1<x<2 [-2, l<x<2

用x = l, x = 2将定义域划分为小区间，以表格形式讨论如下.

X (-∞,l) 1 (L2) 2 ⑵田)

m + 不存在 - 不存在 +

∕(χ) ∪ (L0)拐点 ∩ (2,0)拐点 U

因此，曲线在(-o,l), (2,+oo)凹的，在(1,2)是凸的，拐点是(1,0) , (2,0)∙

绝对值函数本质是分段函数，求解时先去掉绝对值符号写成分段函数形式.

|344匿封(B).

因为点(0,1)在曲线上，故代入曲线方程可得c = l .

又f%x) = 6ax + b,而点(0,1)是曲线∕(x) = α√+b∕+c的拐点，贝!∣∕"(0) = 0 = 6α∙0+Z> = 0, 

即6 = 0,故/"(x) = 60x,此时。取不为零的任意值，「3在x = 0两侧的符号总是相反, 

即(0,1)为拐点•故选(B).
函5裔目⑹.

由Λ-x) = /(x)知，函数/a)在(F,+∞)内为偶函数，因此函数图像关于y轴对称.

由/'Q)>OJ"Q)<O知，在(7,0)内曲线单调递增并且为凸的，故在(0,w)内曲线单调 

递减并且仍为凸的，因此/'(x)<0,/"(x)<0,故选(C)∙

|346展⅛ (D).

因/"(%) = lim如上｛纽=血△立>0,由极限的保号性可知，存在5>0,当 

χ→ 洵 x-x0 x→⅞ X—x0

XW(Xo-b,Xo+力，f® >0 .因此,当 ％0-b<ΛT<X0 时，∕ff(x) < 0 ;当 q<*< 勺+6

时，/"(x)>0 ,所以(/,/(/))是曲线y = /(x)的拐点，故选(D).
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可以进一步推导，当%-J<xvxi)时，/'(x)单减，从而∕'(%)>/'(%) = 0.

当 %<χ<<+S 时,rJ)单增，从而 /'(x)>/α。) = 0 •即在(%-5用+5)内/(*)单 

增，故在* = %不取得任何极值.

rw^ι
般地，⅛∕,(χo)=Γ(⅞) = o>Γ(⅞)≠o,则(％,/(%))是曲线>=∕(χ)的拐点， 

且/(看)不是极值.此结论可以直接使用.

g^^^ (D).

在f"^+[f'(,^ =》中，令* = 0得/(0) = 0 .原方程两边求导：/"'(X) + 2/'(x) 

/7x) = 1,令x = 0,得∕"'(0) = l>0,由88题评注知,(OJ(O))是曲线y = ∕(x)的拐点， 

故选(D)∙
[^^^ (D).

由y = /(x)的图像3-3知，当x<0时函数/(x)单调递增，故ιf(x)>0,因此排除(A)(C); 

当x>0时，y = /(x)由凸曲线变凹曲线，因此/"(x)由负变正，即/(x)由单调递减变为 

单调递增，因此可确定选(D).

∣349^^ (D).

不是函数y = /(x)的可导点，且取得极值，所以必为驻点，即/(%) = 0,又取得极大 

值，所以('(%)>0 .故选(D).选项(C)不全面.

Γ>^Π
此题考查极值存在的必要条件和第二充分条件.

∣350鳄 极大值为/(0) = 1;极小值为/ 

(1)函数/(X)的定义域为(-∞, +∞) •

⑵因，(x) = 2-x+=竺二，可知/(x)在x = 0处不可导；令了'(x) = 0得驻点为x =] 

(3)分割定义域讨论，如下表所示.

X S, 0) 0
(。,3 1

8
("I

/3 + 不存在 - 0 +

/W T 1(极大值) 3 (极小值) ↑

因此，/(x)在x = 0处取得极大值/(0) = 1； /⑴在x = l处取得极小值/Q) = q .

J***^此题利用第一充分条件判断极值，解题方法与求函数的单调区间相同.
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因了 = 2χ +x.2x.ln2 = 2*(l + xln2),则可能为极值点的点只有驻点，令/ = 2x

(l + xln2) = 0,得驻点 * =-工•又 J" = 2*ln2(2 + xlii2), H l = 2^s ln2>0, 
m2 < ln2j

因此当x = -、5时，函数y = x，2*取得极小值.

如果函数只有驻点(驻点可以有多个，不存在不可导点)，且较易求∙⅛f二阶导 

数，则利用第二无分条件判断极值，计算相对简单.

1352摩a ①).

由图3-4可知，导函数为零的点(驻点)有三个，导数不存在的点是x = O .根据第一充 

分条件，判断这四个点两侧导数的正负，可以判断存在两个极大值和两个极小值，故 

选①).

∣353^a (A).

将不代入方程矿'(x) + 3乩f(x)f=l-eT ,并解出—得

尸(%) =言 J3C ='2>0 (% *0) '

由第二充分条件知，/(%)是函数/(©的极小值，故选(A).

∣354^a (B).

因为/Q)的导数在x = a处连续，所以广(a) = limr(x).又Jime@ = -1,故 

xf α xτα X — Cl

limF'(x) = 0=∕,(α) = 0 ,则 f(d) = lim 华竺侬=lim^^ = -l<0,由第二充分条 

— xτα X — a x~*α x — a
件可知，X =。是函数/(x)的极大值点.故选(B).

1355鹿目(B).

由题设知 -i-• /(")-/(叫=-1,则ιim/(x)"(。) = 0.
λ→λ^x-λ x-a ) 』 x-a

若limZ⅛>-∕(α)≠O,又limJ- = 8nlim(∙J-.∕α)-∕3)] = oo≠-l.
— %-α ×→ax-a ×→a∖x-a x-a )

从而7'(") = 0,排除(A)(D).由极限的保号性可知，在。的某一去心邻域内有出-乎<0,

即/Q)-/3)<0,由极大值的定义可知，/(力在x = 。处取得极大值，故选(B>

/⅛⅛=⅛P:MM>0,极大值/(q)= i；极力值z∙(T) = i-eT和/得=(4、

-e α+l), %<0 <e∕ le'
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当 x> 0 时> ∕,(x) = (x2l), = (ef (2lnx+4=2xix(l+fax).

当x<0时> ∕'(x) = (xe*+l)' = e*(x + l).
当x = 0时，由导数的定义，有

lira 侬二世 =lim 亡」=lim 丝上1 ≡≡ lim21nx = -oo,故/“)在x = 0时不可

x→0* χ xτθ+ χ xτθ+ χ x→0+

导，于是r(x)=F；d产)">:.

[e (x + l), x<0

令r(x) = 0得驻点为x = -l, x = -,可能的极值点为x = 0, x = T, x 

列表讨论如下.

X (-∞,-l) -1 (-1,-0) 0
1

y'(χ) - 0 + 不存在 - 0 +

∕ω
l-e"1

(极小值)
T 1(极大值) (1J (极小值)

因此，极小值为∕(-l) = l-e", /g) = Qj；极大值为/(0) = 1.

|357⅛^ x = l是驻点，x = l是函数的极小值点.

方程两边对x求导数得3y2y' - 2yy' + xy' + y-x = 0 ....... ①
令y = 0得7 = x,代入原方程求出驻点为x = l .

①两边再对x求导数得(3∕-2  ̂+ x)∕, + 2(3y -1)(∕)2 + 2/-1 = 0……②

将x = l,y = 1,"(1) = 0代人，得了’(1) = ； > 0 ,故驻点x = 1是函数的极小值点.

—一(此题为隐函数的极值判定问题，直接方程两边求导(，两遍L '不需要求出y',/ 
，表达式，使得计算变简单.

E8∣⅛ -∣≤α≤0 .

显然ff(x) = 3^ + 6ax-a ,不存在不可导点•

①当A = 12(3/+")<o,即一(<α<o时，/，(融=0无解，函数没有驻点，亦无极值.

②当A = 12(3∕+α) = 0n α = 0或α = -l .

当α = 0时，∕,(x) = 3x2^0 = ∕(x)单增无极值.
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当α = -g时，/，*)= 3卜-；)\0n/(x)单增无极值.

③当A = 12(3α?+α)>0时，/'(x) = 0有二不等实根，函数有两个驻点且为极值. 

综上可知，当-^WαWO时函数无极值.

同埼 最大值了团=乎最小值/(-5)=祈-5 .

因 √V) = 1-
2√1→-1

2√∏" 2√Γ-x
,可知"=I是不可导点，*=q是驻点，因此所有可能

的最值点是x=k x=∙!, x =-5、计算函数值得/(1) = 1, /g)=3, /(-5) = √6-5,

比较大小可知，最大值为/(" = ：,最小值为f(-5) =布-5 .

屈0言 当& = 4r时υ最小，最小值手.

设圆锥底圆半径为R,如图360题-图如示.

因为空=丝，即6= 7' ,从而
SC SD 及 J(j)2"

R = ,泌 ,于是椎体的体积■*) = g左也= 

y∣h2-2hr 3
,(2r<Λ<+∞).

360题-图

/川 

3(⅛-2r)

令胃(&) =也电空孥=0,得∕z = 4r或〃 =0 (舍). 

3(h-2rY

因为圆锥体体积的最小值必存在，且也 = 4片是忆仪)唯一的驻点，因此当也=4尸时P最小, 

^^r)=^L=^L.
3(4r-2r) 3

∣361田 当0 = 300时利润最大，最大利润为Z(300) = 700 (万元).

总利润函数为Z(β) = K(β)-C(β) = -O.O102 + 60-2OO,则Z'(0)= -0.02β+6 ,

Z"(β)=-0.02 .令Z'(β) = -0,020 + 6 = 0,得0 = 300 (唯一驻点).且Z''(300) =-0.02<0, 

因此函数在0=300时取得极大值.因函数的极值点唯一，故此极大值点就是最大值点,

即当0 = 300时利润最大，最大利润为Z(300) = 700 .

|362硝 Λ(x) = 18x-3√-4√,必(x) = 26-4x-12∕ , C'(x) = 8 + 2x , x = l 利润最大，最 

大利润为Z①=11 ,

总利润函数为*0 =α0)-αX)=18%-3/-4炉，边际收入函数为R'(x) = 26- 4x-12f, 

边际成本函数为容侬=8+2%.由"(x) = 18-6x-12Y=0,得x = l,x = T.5 (舍).又 

Z"(x) = -6-24x,Z"(l) = -30<0,因此利润函数在x = l时取得极大值，即为最大值， 

故当x = l时利润最大，最大利润为Z(l) = ll .
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∣363l⅞¾曲令∕(χ) = L» + 工-X ,则 r“) = x"-'-l , f"(χ) = (p - 1)尸. 

p g

令/,(x) = xp-'-l = O,得驻点x = 1 .又/"(1) = p- l>0,故当* = 1 时，/(x)取得极小值, 

也峰力值了(1) = 2+2-1盟0.所以，对于任意χ>o, /(χ)2/(i) = o,即：w+3/x. 

∣364幽il由于函数二阶可导，因此/(x)连续且一阶可导.

由理号=1可知，屈/(x) = 0』/(0),从而由(0) = TX::,(°)=嬲号=1 ，

令尸(x) = ∕(x)τ,则尸(0) = 0 •因为尸(x) = r(x)-l, F"(x) = f"(x)>O, F,(0) = 

∕,(0)-1 = 0, F"(0)=广(0) > 0 ,故尸(0)是尸(x)的极小值.

又尸")单增，则尸，(x)仅有一个零点x = 0,即尸(x)有唯一驻点，从而尸(0)是F(x)的最 

小值，则尸(x) ≥尸(0) = 0 ,即∕(x) ≥ x .

由于吧号=1,因此y=1是曲线的水平渐近线.

∣366^^ x = l 和 χ = -l .

= oo, lim-!-t = ∞,因此x = l和x = -l是曲线的两条铅垂渐近线.由于吧占

Γ>^ηl^∙*<曲线的铅垂渐近线就是函数的无穷间断点.

∣367兽 水平渐近线为> =1,铅垂渐近线为x = l.

由于也与+ =1,因此y=1是曲线的水平渐近线.

由于lim二丁-2 = lim七^ = 8 ,因此x = l是曲线的铅垂渐近线.

—1 % -1 a】％-1

由于Iim七Ξ∑2=Bm三E=3*8,所以x=-1不是曲线的铅垂渐近线.

χ→τ √-l "→-ι%-l 2

∣368^^ y = x + l .

由于α = lim3 = lim工=1, b = lim[∕(x)-x] = lim[- -x] = lim —- = 1 .
X→w X X->8% —[ *T8 XT8 彳一1 X→Wχ-]

因此，jv = x+l是曲线的斜渐近线.

∣369∙ 铅垂渐近线x = 0;斜渐近线y = 2x + l , 

由于lim>= Hm(2x-l)e)=8 ,因此没有水平渐近线. 
X->00 ‘ X->8
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因为督;p =物(2x-l)e3=8,所以x = 0是曲线的铅垂渐近线.

由于 α = lim & = lim 空生1 = 2 , 
xτ8 X x→∞ χ

b = ljm[∕(x)- 2x] = lim[(2x -l)e1 - 2x]

令(2-∕)e,-2 »*»,. -e,+(2-<)e,,
=慨~---- = lιm--------— = lim(l-z)e, = 1 .

因此，y = 2k+l是曲线的斜渐近线，

求曲线的铅垂渐近线时，应注意而非χ→o-或X - O,

∣370^^ (A).
sin2,

由于limxsinL = lim-?匹=1 (第一重要极限)，因此曲线有水平渐近线y=l;
X→∞ χ X→OO 1

又limxsinl=0≠8 (无穷小量的性质)，曲线没有铅垂渐近线.故选(A).
χ→0+ X

∣371^a (D).

由于Xf ±∞时，现/")都不存在，故不存在水平渐近线；

因lim%eχ2 =^:lim— = lim....... = ∞,故存在铅垂渐近线% = 0;
x→O z→∞ / z→∞ 1

因为 limX^=limeχ2 =1,即 α = l,

b = lim[∕(x)-x] = lim[xeχ2 r] = lim%(ejc2 -1) S^^ ∏mx ∙ = 0 ,
x→α> x→∞ x→a> x→∞ χz

所以，存在斜渐近线y = x .故选(D).

∣372^¾ (D).

由于lim[-+ ln(l + ex)] = 0 ,因此曲线有一•条水平渐近线y = 0 ;

又lim[i + ln(l + ex)] = ∞ ,因此曲线有一条铅垂渐近线x = 0 ;

因a=limd^= lim⅛÷^ + ^ ^] = l≠0,

6=j^[∕(%)-XI = J^[L + ln(l + e*)-%] =lim[ln(l + ex)-lnex] = Mj∏^l≡-^r-

故有一条斜渐近线y二% ,总共有三条渐近线，故选(D),

勺
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l^⅞ra (C).

由 limeχ2 arctanj τ，得水平渐近线y~~: >
z (x-l)(x + 2) 4 4

又lime，arctan，弓、=∞，得铅垂渐近线x = 0 ;
z (x-l)(x+2)

而当 x->l, x->-2 时，Bm /(x) ≠ ∞, lim /(x) ≠ ∞ ,所以 x = l, % = -2 不是铅垂渐近线；

由ιim/l = o ,可知无斜渐近线.因此曲线有2条渐近线，故选(C).

∣374画时(1)函数的定义域为(~00,-1)1)(-1,+00).

(2)此函数非奇非偶、无周期性.

(3)由于lim鱼且=8,故x = T是曲线的铅垂渐近线；

…G+l)2-

又 lim- = lim ^x~1∙* = 1,且 = = = ,故
*→≈x j>÷~x(x + 1)2 x→∞ ι→≈L(x + l) J *tb x +2x + l

y = x-5是曲线的斜渐近线.

(4)计算得ν=(二吗户,y"=弊用.

(χ+l) (⅛+l)

当不=-1时，叽了都不存在.令y=0得%=-5,三=1;令y" = O得%=1. 

(5)列表如下所示.

X (→o,-5) -5 (-5,-l) -1 (-1,1) 1 (l,+∞)

+ 0 - 不存在 + 0 +
y - - - 不存在 - 0 +
y τ n -13.5极大值 Jn 间断 ↑∩ (1,0)拐点 ↑u

⑹曲线与坐标轴的交点(0,-1), (1,0),极大值/(-5) = -13.5 .

(7)综合以上信息，描绘出图形如374题-图所示.

⅞a⑴函数的定义域为X咤+ % = 0,l,2,∙.∙.

⑵函数是偶函数，周期为2π,在［-τt,π］上关于y轴对称, 

因此仅讨论［0,n］的情况，根据对称性得到一个周期［-π,π］ 

上的图像.

(3)由于limf^∙ = 8, lim竺2 = 8 ,故x = %x =型是曲 

用 8s2x χτ 手 cos 2% 4 4

线的铅垂渐近线；无水平渐近线和斜渐近线.

(4) ff#得 y = sinM3-2si∏2 ■) ,〃 = cos %(3 +12 sit? % - 4 siι√ x)
∞s2 2x ' cos3 2x
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令y' = 0得$=O,J⅛ ="；令y = 0得x,=];在x = %x=,处y,y,都不存在.

(5)列表如下所示. ~ ‘

X 0 依) 4 第) 2 (鳄)
3π 
T 先 π

V 0 + 不存在 + + + 不存在 + 0

V + + 不存在 - 0 + 不存在 - -

y
1

极小值
TU 无定义 τn

你。) 

拐点
↑u 无定义 τn -1 

极大值

(6)又曲线与坐标轴的交点(务0),极小值/(0) = 1,极大值/(n) = -l .

(7)综合以上信息作图如下.

∣376^⅛ y .

由此知y=T，/=[,代人曲率公式⑴，得

曲率κ=-JZLr=_lzL_,代入jc=i,得κ=-^=*.

(i+∕2)5 卜+(J_J『

∣577^ κ=—?—, p=⅛⅛∣
1∣3αsin2r0∣ P 2

因为oOacos't,歹(Z) = αsi∏3f,计算得

φ,(t) = -3αcos' ∕ sin t, ∕(t) = 3α sin2 £ cos，，夕*(。=6α ∞s∕sin2 f - 3α cos3 力歹"(。= 6αsint 

cos2∕-3αsin3f,

代人参数方程形式的曲率公式(2),得
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K = ∣d0)y)-0"(t)<'(,)∣ = ∣-9α⅛cos2" = [ = 2
一一["f) + d(M — 一[9.(。面-∣3αsinfcos*-∣3αsin2∕∣

因此，在点∕。处的曲率的「曲率半径p = ~L = ∣3αsin24∣

° ∣3αsm2f0∣ " K 2

2. +(H =2

由V = 4x-3,y" = 4,得y'(l) = l,/(l) = 4 .所以，抛物线在"(1,2)处的曲率及曲率半径 

分别为

叱上吗4Mp

[i+y2(i)i2 (i+ιy

因为曲率圆中心a ∣o,2)= 1-""嘉⑴)=；

妹产+喘H∙
则在"(1,2)处的曲率圆方程为：卜三 

379^^ 9 .

由于y=众/'=-力T,因此抛物线在点mgj)(x>i)处的曲率半径为

P = P(x)=! = Q：】)2 =；(4x + 1A . 

又抛物线上AM弧长为s = s(x) = J：而产市=「小弓也，则

φ-⅜
-⅛ 

= 
⅛
⅛

1 3 1 3 -[-(4x + l)2], ±x±x(4%+l)2 ×4
2 一 = 2 2———=64，

[3画 尼
d>.Af⅛l± 6 ∙-4===^=，

心2 dχ<ds√ 曳 2石[1 √4x + l

因此，3p⅛-⅛) =3x；(4x +向焉-36x = 9 .
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∣380 翦------^==.
(x2-I)√T≡l

因为 /(") = [ln(x + & T)『=----
x + √x2-l

故 r(χ)=(~^τ4 ]=.I Jf T ) (x2 -1)& -1

∣381^^ (A).

因为ln(αx) = Inα + l∏x ,与 lnx(x>O)差一个常数lnα,所以选(A).

本题也可以将4个选项分别求导，导函数是/(x)的即为所求.

因为(arcsin(2x -1)/ = ] (丁 犷

QE = 2j^总/，
所以arcsin(2x -1)和2arcsin4都是不上^的原函数.

设它们之间相差常数C,即arcsin(2x-l)-2arcsi∏4 = C,令x = O,得

arcsin(-1)-2arcsin0 = C ,故C = -].

f¥^J
函数的任何两个原函数之间只♦相差一个常数，对于不同描述形式的源函数，相 

差的常数可以通过取特定变量值来得到.

丽蹈聘I不是.

因为 limF(x)= lim(d+% + l) = l, limF(x) = limx2 = 0 , lim尸(%)不存在，所以F(x)在
x→O* xτθ' x→0" x→0- xτθ

x = 0处不连续，从而E(%)在x = 0处不可导，因此r(%)不是/(%)在(-00,+∞)上的原函数

non
L1^**<^原函数与区间相联系.在本题中，因为当x>0时，有尸‘(x) =/(x);当x<0时, 

有P(χ) = /(X)；因此，尸(X)是/(x)在(YO, 0)上和(0, +00)上的原函数.

网图(C).

因为F(x)是/(x)在(a,b)上的原函数，所以P(x) = /(x),因此F(x)在(a,b)上连续，于 

是尸(x)在(a, B)上存在原函数，从而/(x)+F(x)在(a,6)上存在原函数.故选(C).
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[^5^^ (D).

由于 lim∕(x)≈ Hmx2 ≡0 , lim∕(x)= limcosx = l,
1D x→0* x→0~ χ→(Γ

所以㈣/(x)不存在，即X = O是/(X)的第一类跳跃间断点，因此/(或在(YO,E)上不 

存在原函数.

因为 limg(x) = limxsin工= 0 = g(0),故 g(x)在x = 0 处连续，从而 g(%)在(-∞,+∞)上连 
zθ x→0 X '

续，g(x)在(70,÷χ))上存在原函数.因此选(D).

l⅛数连续是原函数存在的充分条件，而不是必要条件.如果/(x)在区间/上有 

第一类间断点和第二类无穷间断点，则/(x)在区间∕上不存在原函数；如果函数在区间/ 

上仅仅具有第二类振荡间断点，则有可能存在原函数.

臧∙¾ (B).

依题意，∕'(x)=sinx,故/(%) =卜 inxdx = -cos% + G ,所以

∫ ∕(x)dx = ∫(-cosx+C1)dx = -sinx + C1x÷C2.

取G=θ, C2=l,得∕(x)的一个原函数为l-sin%,从而 Jf(x)dx = l-sinx+C.

因此选(B).
∣387^^ y = gl∏2χ-∣.

设所求曲线的方程为y = /∙(x),则依题意，/'(x) =也，即/(x)是也的原函数.

由弓后X)；/知，;ιn2X是/的一个原函数，因此，/的所有原函数为 

/(x) = ;l∏2x+c ,即斜率为平的积分曲线簇方程为y =扣x+C.

又因为所求曲线经过点(4-1),故将x = e,y = -l代入方程，得T = g]nZe + c,解得 

C = -∣,故所求曲线方程为y = g山2X一!

U2⅛l题是用定义求出的原函数，以后也可以用凑微分法求原函数，读者可以自己试试.

胸8嵯身(D).

因为 d(J∕'(x)dx) = d(∕(x) + C) = ∕(x)dx ,故应选(D).

∣3S9 信(D).

由＜10/(*)*)=/(力*，(∫/(x)dxj =/(x), ∫/(x)dx = /(x) + C, 

知，选项(A)(B)(C)都不正确，只有(D)正确，故选(D).

[⅜^T3 (D).
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因为 ∕'(x) = g'(x),所以 ∕(x) = g(*) + C,而(。与(A)是一样的，故选项(A)(B)(C)都 

不正确，只有(D)正确.

事实上，对等式两边同时积分，得J/'(x)dx = Jg3(k, βp/df(x) = /dg(x),因此(D) 

正确.

∣391^^ ∕(x) + C.
因为 pf(x) = ∕(x) + C,所以 d[j4f(x)] = d[∕(x) + C] = "(x),于是

Jd[J 炉(x)] = j4f(x) = ∕(x) + C.

∣392^⅛ -ln(l-x)-x2+C.

∕,(sin2x) = cos2x+tan2x = 1 -2sin2x+j S^n2~ ,令sin'x = f,贝。

f'(t) = l-2t + ± = ±-2f,于是∕(f) 

⅛∕(x) = -ln(l-x)-x2 + C.

∣393^⅛ ^x2 -ln∣x∣-3arcsinx + C.

—2f d∕ = -ln(l-f)-*+C ,

f(χ2fjiτ2-3χ*=n:号卜
=∫xdx-j∙dx-3jj 1 .dx = ；%2 -l∏∣χ∣-3arcsinx + C. 

∣394^^ -∞tx-tanx + C.
r cos2x j rcos2%-si∏2%
—z------z—αx= ——：------- ∑—ax= (esc x-sec x)dx

J sin x cos % J sin xcos x J

= ∫csc2 xdx-∫sec2 xdx = -cotx-tanx+C.

1395^0 -^∞tx+cscx÷C.

rl-2∞sx , U-2cosx 
.dx =  z-(

Jl-cos2% J 2sin x
& = ∫Qcsc2 x - cscxcotx)dx

=∣∫csc2 Λdx-∫CSCΛC0txdx = -∣cotx + CSC% + C ・

----------F λ ^- ex + C.
ln5-l

(l-e*)(l + e*) 
(l + e*)

dx

j[(∣) +1 一小=jg)改+p改一上山=焉+…+e
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∣397B⅛a 4x√x + 5e*+∣(x + sinx) + C.

∫l 6x∕x+5eλ+cos1 ^ dx = 6∫ x≡dx + 5∫exdx + ^∫(l÷cosx)dx

= 6∙-∣x^+5ex+∣(x + sinx) + C = 4x√x + 5ex+∣(x + sinx) + C.

伺98^^ ∣x3-x÷arctanx-2arcsinx + C.

佑隹卜=修冷仔卜
dx =-x3 - x + arctan x - 2arcsinx+C. 

3

通过简单的恒等变形，将积分转化为用基本积分公式是求不定积分的最基本的技巧.

画霞(l)√i^ + c.⑵;ln(χ2+2x + 5) + C.

⑶ ∣ln∣2x+3∣+-— + C.
4 4(2x + 3)

^Λ^  ̂= ^c-

⑵ b⅛ = M≡^T-

⑶⅛⅛T(2x + 3)-3 
(2% + 3)2 dH⅛⅛dj4⅛⅛dx

Jf≤^∕f⅛4 =⅛∣2x÷3∣÷-⅛÷C 
4」2x + 3 4j (2x + 3)2 4 4(2x+3)

l%00^a (l)eW+C ⑵-2cos石+ C. (3) 2arctan石+ C.

(1) J]=^dx = Je?" ∙ j=dx =卜2°(2石)'改

= ^d2^ = ^ +C.

⑵ J^^^∙dx =卜也右.+(1% = 2「也石(14= -2cos4 + C .

(3) J7γ⅜^ = 2[二吁=2f d砂= 2arctan石+ C.
J(l+x)6j1 + «)2 J 1 + (石 y
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囤1 匿a (l)∣e*i+C.⑵fi^tanf + C.

⑶-----------^------- r + C. (4) L[∕(χ2)f + C.
v 7 6(1 -«)(2?-I)-1 「/八"

(1) ∫x2e?dx = ∣∫e?(x3),dx = ∣∫e?dx3 = |e? + C.

f xdx 1 f (x2),dx 1 f dt2 1 , 〃「Q"b⅛k‰ψ=5arcm +c∙

(3) f >%_ =」.史-1)电= Ud(2χ3zj2 =L_r + C.
'"J(2χ3-l)" 6j (2d-l)" 6j(2√-l)" 6(1-w)(2x3-1)π^i

⑷ 用(Χ»(/)改=；V(炉)广(炉)货=；"(#)^f^ = ^-f^ + c-

卜402^^ (1) lx-^sin4x + C. (2)--cos3 %+—cos5 X --cos7 x+C.
5

(3) -icsc3x + cscx + C. (4) -sin2x--sin8x + C.
' '3 4 16

八、r ∙ 2 2 j r 1-cos2x 1 + cos2x j 1(1) j sιn2 xcos2xdx = j----- - ------------- ----- dx = -j (1 — cos2.2x)dx

=*1 - ^^i)dx = ](1 - cos 4x)<k = $ -白cos4xd4x

= -x--sin4x + C.
8 32

(2) ∫ sin5 x ∙ cos2 ιdx = ∫sin4 x ∙ cos2 x ∙ sinxdx = -∫ (1 - cos2 x)2 ∙ cos2 xdcosx

=-∫ (cos2 x-2 cos4 x + cos6 x) dcosx ≈~ cos3 x +J COS5 x-y cos7 x+C.

(3) ∫ cot3 x esc xdx = ∫ cot2 x ∙ cot x esc xdx = -∫ cot2 x ∙ (csc%)，dx

=-∫ (esc2 x - l)dcscx = -^csc3 x + esex + C.

(4) ∫ sin 5x sin 3xdx = ； J (cos 2% - cos 8x)dx = i∫ cos 2xi2x - ∖ J cos 8λd8x

= -sin2x-^-sin3x + C.
4 16

画3∣^ (1) larctan→C. (2) ^ln| + C・

⑴h⅛七
dx

Fi4⅛d5
⑵ h⅛ 山 ¾⅛f⅛T Or⅛∣8
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∣40⅜* (1) etm' + C. (2) e^+C.

＜】)∫ettnx sec? xdx = ∫elm%tan x),dx = ∫ elm*dtanx = etel + C.

∣405^⅛ (1) arcsin(lnx) + C. (2) -—^-—+C. (3) arctan(xlnx) + C.
1 + lnlnx

f dx r (lnx)'dx f dlnx ∙ 〃、，厂⑴∙⅛b∙f 忘k J 忘karcc

⑵ j_____ ^______— r (l+ln In x)zdx _ / d(]+ln 瓜咒)— 1 +《
J xlnx(l + lnlnx)2 J (l + lnlnx)2 J (l + lnlnx)2 l + lnlnx+ '

(3) f-l⅛dx√-^⅛dx = ∫⅛⅛ = arctan(xlnx) + C. 
jl + x2ln2x jl + x2ln2x jl + (xlnx)2 ' '

⅛^≡ (1)——-—+ C. (2) (arcsin√^)2 + C. (3) --[arcsin(l-x)]2+ C. 
arcsιnx 2

_^ ——=[⅛^=L_+c.
√l-x2(arcsinx)2 j (arcsmx) arcsinx

(2)[陪正改=[罕正.qdx = 2[穿些d&
j √x(1-x) j √i≡x √X J J]_«)2

=2∫ arcsin 石d(arcsin 石)=(arcsin Vx)2 + C.

(3) fa^^2LΞ^dx= fg^^^^tdx = -farcsin(l-x)[arcsin(l-x)],dx 
j 4i^ J J1-(I)2 j

=-∫ arcsin(l - x)d[arcsin(l - x)] = -∙^[arcsin(l- x)]2 + C.

石7^^ 2arcsin& + C,或者arcsin(2x-l) + C∙

方法一：直接凑微分.

方法二：先配方，再凑微分.

f 产 ―f L 2改 一 f-£dL = arcsin(2x-l)+C.
J 卜卜_1J j√l-(2x-l)2 J]-(∙-i)2
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J∙**"'U同一个不定积分，用不同的方法凑微分，积分结果可能不同.

|408躅寻-arctan^

r cosx , -------7-dx =J 9 斗sin X

sinx
、3 )

H』』粽r%g∣ sinx

pm
本题利用 了公式 ∣*Y^τ = Larctan^ + Cl 

J"W a a

|409肯；arcs吟+》9-4d+C.

J,9-4f j√9-4x2 2 3 8j √9≡4√

=—arcsin—+ lj9-4x' + C.

e二^1题利用了公式/

7^^+c-f
∣410^^ ∣∙y(sinx-cos%)2 +C.

r sinx+cosx ^_ r (sinx-cosx)r ∣∙d(sinx-cosx)
J —sinx-cos% 1sin%-cosx 」Vsinx-cosx

=∣∙ R(sin%-cos%)2 + C.

∣411 ^^ In ∣cos(>∕l-x2)∣ + C.

∫Ξ!^S dx = -J tan(庐7)(",dχ

=-∫ tan(Vl - x2 )d(71 - x2) = In 卜 os(Jl-%2)∣ + C,

题利用 了 公式 J tan xdx = -ln ∣ cos x[+C. 

∣412^a ∣[ln(x + √l + x2) + lJ + C.

昼 +J1 + %2不( 
l + x2 '

=∫ Jln(% + 7Γ+x2) + l [ln(% + Vl + x2) + ljdx

=∫ Jln(% + «+ %2) + id [1∏(% + √l + x2) + lj =扎1∏(% + 71 + λt2) + 1J2 +C.
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∣413∣^^ 2ej^ -{-C.

』告目打产⅛2严 Edx

=2∫ e'^d>/rT^ = 2e7r5^ + C.

!^⅞^⅛ ⅛(l+√) + ∣(arctanx)3 + C.

[浊3X)2 也=[，」也+ f趣tanx)2 *
J l + x2 j 1 + x2 J l + χ2

=；∫ y^ + ∫ (arctan x)2d(arctan x) = ∣ln(l⅛2) + l (arctan x)3 + C.

∣415^^⅝ -gcos2χ + gl∏(l + cos2χ) + C.

psinxcos3x f cos2x∙sinxcosx j cos? % lz ,

l + cos2
x) = -∣∞s2 x + ∣ln(l + cos2 x) + C.

∣416^a -~i

r dx

arctan

sin2x + 2cos2
x = ∫ dx

cos2 x(tan2x + 2)
_ 「 sec2xdx

J tan2x + 2

fwt+

本题用 了 公式 j 卢= -arctan- + C. 
j α ÷x a α

∣417甯直 x-ln(l + ex) + C.

h⅛=∙⅛⅛5⅛⅛T (l+eτydx
l+e"x

= -ln(l+e"x) + C = -ln^-⅛- + C = x - ln(l + ex) + C.

ln(x + l)-lnxdχ=0 
%α+D x x + 1

[ln(x + l)-lnx]dx

-∫ [ln(x + l)-lnx]d[ln(x + l)-lnx] = -- [ln(x + l)-ln^]2+C
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∣419^¾ lnx-arctan(lnx) + C.

ln2x
x(l + ln2x)

=-ll∏Mι+ι +c

,f l∏2x fl + ln2x-l
dx = ------ γ- dlnx = ------- ：——dlnxjl + ln2x J l + Wx

= ∫^l-p-^-Jdlnx =lnx-∫p^^-= l∏χ-arctan(lnx)÷C.

|420骨 ∣x3+∣(x2-l)√T≡i + C.

p xdx 「 *(x+Jχ2-l)

x-Jχ2-l (x — -1)(* + & -1)
dx = ∫ x2dx + ∫ x7√∑ldx

→3+1∫ √√^ld(x2-1) = # +1(√. i)√√Tj+&

∣421∣^ -lesin2χ-2x+c.

因为(sin2x-2x), = 2cos2x-2 = -2(1-cos2x) = -4sin2x ,故

∫ ■：?% dx = Je 血 242、sin2 遥=-l∫e≡ta2≈-2≈ ■ (sin2x-2x)'dx

一；卜血2心.d(sm2x-2r) = -iesin2χ-2x + C

∣422^^ — (lntanx)2 + C.

flntanx j 1 r lntanx j 1『Intanx 1 j 1『Intan%；，--------- dx = - -------------dx = --------------— dx = - --------- dtanx
J sin2x 2j smx∞sx 2j tanx cos x 2j tanx

=i∫ln tan Jtd(lntanx) = ((Intanx)? + C.

∣423—-—+C.
1-xtanx

∣∙ %+sin%cos% 改一/ x + tanx∞s2x 改—产sec? x + tan% 改 

(cosx-xsinx)2 ∙^ cos2x(l-xtanx)2 J (l-xtanx)2

_ /_^^^_ ——r d(l-xtanx) _ ] +。
J (l-ztanx)2 J (l-^tanx)2 l-xtan%

cos%
∣l+e ∞sx∣

因为(eβbx ∞sx), = eslnx ∙ cosxcosx + e8in"(-sin%) = esinx(cos2 x-sinx),

所以 / cos2%-sin% 必—1> erin'(cos2%-sinΛr)
J cos%(l+e8in*cos%) J e8injrcosx(l + esij,xcosx)

「 (e血 *cob∕
=与〜os%(l +产 CO8%)

dx

d-T≡⅛
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≤⅛f-JL-di 
Jf(l + f) =叶吉卜=h⅛l e加*cosx | 

l + ekos%

因为
s⅛x

1 + cosx
cosx • (1 + cosx) -sin j ∙ (-sinx)

(l + cosx)2

所以 f(l+⅜dx
J l÷cosx

sinx * 1 ，
---------- e' +---------- e* dx
1 + cosx 1 + cosx J

刃 i≡⅛ey+ sinx
l + cos%, J<l + cosx )

a+c. 

l + cos%

[⅞6^^^ -^l∏sin(l-x2) + C.

∫V(l,-x2)dx = ∣∫∕(l-x2)dx2 = -∣∫∕(l-x2)d(l-x2)

==-^∙∫ ∕(w)dκ = -^lnsinw + C^ii-ilnsin(l-x2) + C.

_V'(x)-f(x) /3 ∕(χ)
x2 X X2

所以修%x)/Q)*=Jj⅛_续侬卜
cdx

=J e→+ZW(9-xy e-^dx = ^¾-χ+C

1(√^∑7)5,∣(√^Ξ7)3+c.

令 x=2sinf, -]<£<]，则 〃4-炉=2cos∕, dx = 2cos 疝， 

Jx3"-%2c∣x-∣g sjn3 /. 2 cos £ ∙2 cos tdt = 32∫ sin21 cos?工∙ sin 疝

=32∫ (cos2 ∕-l)cos2 fdcosf = 32∫ (cos41 - cos2 ∕) dcos∕ = ^ <

√4^

428题-图

co/咛 cos3∕ + C

；()4-%2 )5 - g (j4-r2 y + C .

∖^^- (1)本题也可以作余弦代换X = 2cos∕ ,或者凑微分.

(2)在求由关于/的积分后，可根据所作变换x = 2sinf作辅助直角三角形：以f为锐角，对

边为%,斜边为2,则邻边为"-方，由此求得cost =曲/

∣429⅛⅛¾ ln∣J¾2+l+M-j : ]+C
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令x = tanf, -^<E<],则 & +1= sect ♦ dx = seci tdt ,于是

x2dx j 
∕,+l)3 ~J'

ta∏2f∙sec2fdf _ (吧^也=jsec“l市
sec £ sect

429题-图=∫(secf - cosr)dt = In | sect + tan f | -sinf + C 

= ln∣x∕x⅛4+x∣—- := + C.

画国 In卜+√7∑^- «j _

*x=αsect, 0<f <-^ ,则 Jd _ j = αtanf, dx = α sect tan fdf, 

r x2dχ rα2sec2r∙zzsecftanf 『sec、 f 1 ,
λ∕^⅛7 - J -tai?/ - Jta∏2f ^ J sin2/cos/^

= F¾+8%= + J 磐山=fsecfdf+ (包嗜

J sin E8sf J cost J sin E j j sin ^

Vj^^

430题-图

= ln∣sect + tanf |------- + G =历
sin/

+ G

=In卜+j:^-".一7 2" 2 + C '其中 C = G 一也4• 

^® ((病后-2近π+21n∣l + g∣卜C.

令益］",贝以=/_1,改=3/也，于是 

隔=喑刃啥4=吟+卧

= 3^⅛-^+ln∣l+dJ+cf ='∣(^+1∕-2Vx+T + 2h∣l + ^+l∣)+C

殛霞3哄-6丘+61n∣l+石∣+C.

令底=f(f>O),则"/,改-6阿,于是

J 五+存 J∕+∕ jl+∕ J 1+/

=6(1+吉卜 <¥ -∕ + ln∣l + ∕∣ j+C = 3>∕^-6∖∕x + 6h∣l + Vx∣+C.

'2arctan 任^ + C
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令后=*"°)'则χ"1+?⅛' dx="7?⅛"'于是 

⅛^=f⅛¾'z'(^d^4^(i-∕i

∣⅞4^^ ln(l + ex)-e~x-x + C.

令炉=f,则x = lnf, dx = id^,于是

Je*+e"九 + /2 / J f2(l + f) J(l + f * 〃

= ln(l + f)-l-lnf + C = ln(l + e')-±-lne* + C = ln(l + e*)-eT-x + C.

碰B to^-ι + c
√ex+l + l

令√771 = f,则x = ln(d-l),改=告也，于是

⅛4⅛<⅛=⅛dz=ln∣

本题用到了 J高、也=•

2〃 ∖x + a∖
+ C.

∣436^^^ In∣x| ——ln(x6 +1) + C.

令工=£,贝!工 = ；, dx = -α(k,于是

W⅝=匕用位=-任”=-护*

=—In ] 1+/ | +C = — In 11H—^∙ ∣ ÷C = In ∣ x | — ln(x6 +1) + C.
r-ξ_;------ 6 6 x 6

题也可以用凑微分法.

依7皆 ^IZ__^7?7+c.

令' = £,贝b = l, dx = 一"ydr ,于是
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‘氏"’击卜„=土击也一/席/

=T⅛⅛u*=* 券-而,")
=√i7P^T(i+t2)3 +c=^jZ*jD +c.

ΓTO
J-^r本题也可以作三角代换.

∣4S8^≡ ln∣x+lnx∣+C.

令lnx = r,贝!)x = e∖ dx = ed,于是

f -Jl^dx = f ψ≤e,dt = f = f ⅛21 =ln∣e,+Z∣+C = ln∣x + lnx∣+C.
J j? +χ]∏χ J e" +fe' j e +t j e +f

丽9^^ l^arcsin(x -1) + (x- l)√2x≡√ ] + C.

令x-l = sin%,则 J2x-f =cos£, dx = cos∕dZ,贝∣J

∫ ∖∣2x-x1∂x = ∫ Jl-(x-l)2<k = ∫cos2 d = ； J(l + cos 2。dt

= i^ + -5-sin2f + C = -sin^cos^ + C 
2 4 2 2

=g [arcsin(x-l) + (x-l)j2x--] + c.

∣⅛)^^ -ln∣Jl+e-2χ+e-χ∣+c.

Γ ^x _ Γ & _ r de~*
J 而∕7 T e*∕+e% 一 J .l+(e-*)2

令e~* =tan%,则 Jl+O? =seS , de"x = dtan^ = sec2 tdt,于是

J^∣^~^ = —JB： : = -jsec^d∕ = -In ∣ sec/ + tan/1+C

= -ln∣√l+e-2*+e-'∣+C∙

∣441⅜⅛ -y^-arctan

令“sin* ∕<q,则Ji—/= cosf, <U = cosMf,则

j 叱 —=j cosd _ r d∕ — / sec"df — f _^^_ 
(1 + 0)瓜-# (1 + sin2 ∕)cosr J1 + sin2 f J sec2/ + tan21 J1 + 2 tan21

439题-图

440题-图

441题-图

^l^^^⅛^^+c^c^[^]+c-
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β⅞^^ (1) ^xe2*-‰2* + C.⑵ dsinx+2xcusx-2sin*+C.

⑶(4 + x+2)cosx+(2x-l)sinx + C.

(1) ∫起公& = ∣∫xd(e2λ) = ∣(xe2x 一∫e2xdx) = ∣xe2x-^ + c∙

(2) ∫x2cosxdx = ∫x2d(sinx) = x2sinx-2∫xsin^dx = x2sinx + 2∫xd(cosx)

=x2 sinx+2xcosx 一 2∫cosm1x = x2 sinjc + 2xcosx-2sinx + C.

⑶ J(χ2 τ)si∏ 灶=-J (f -χ) dcosx = -(x2 -x)cosx ÷∫(2x-l) cosxdx

=一(』一 x)cosx+∫(2x-l) dsinx = -(x2 - %) cosx + (2x -1) sinx - ∫ 2sinxdx 

=(-x2 + x + 2) cosx + (2x -1) sinx÷C.
[^43^^¾ (1) -xcotx÷ln∣sinx∣+C. (2) xln(x + >∕x¼4)-Tx⅛4 + C.

(3) xarctanx- ^ln(l + x2) + C.

⑴ ∫二： dx = ∫xcsc2 xdx = -∫xdcotx = -xcotx + ∫cotxdx

=-x∞tx + ln∣sinx∣ +C.
(2) Jln(x+"∏)dx = xln(x+炉71)-]x----近=^{1+寻计^

dx

= xln(x+&+1)_ | ^L^ = % ln(%+&+!) _ ； J ^2^ 

=x ln(x+7x2 +1) - & +1 + C.

(3) ∫arctanxdx = xarctanx- jγ~^∂x = xarctanx-^∫^1^J-^
=x arctan x-∙^ln(l + x2) + C.

W^^ (1) ∙^(sinx-∞sx)e^x+C. (2) -xcotΛ + ln∣sinx∣-^x2 + C.

(3) xcosxlnx+smx-(l + sinx)lnx+C1.

(1) ∫e^x ∞SΛdx = -∫cosjde^x = -e^x ∞sx + ∫e-x(-sinx)dx

=—e^x cosx+Jsinxde^jf = —e^x cos% + e^x sinx-je x cosjcdx，

故 j 尸 cos xdx = ； (sin x-cos x)e^x + C.

(2) ∫xcot2 xdx = ∫x(csc2 % -l)dx = ∫xcsc2 xdx - ∫^dx = -∫xdcotx-∙^x2

= rcot% +jcot%dx-*2 = -χcotχ ⅛ In ∣ sinx ∣ -"^χ2 + C ♦

(3)依题意，∕(x) = [(l + sinx)lnx + C∫ =cosxlnx÷^^ ,故
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∫ xf *(jc)dx ⅛ ∫ xdf (x) = xf (λ) - J ∕(x)dx =xcosxlnx + sinx*-(l + sinx)lιiΛ÷C∣ , 

其中G=l-C.
函5^⅛ lχ⅛(x÷l)-→2÷∣x-∣ln∣x + l∣+C.

∫xln(x + l)dx = ∫ ln(x + l)d(,) = 5hi(% + l)i； j 胃j 改

= yln(x+l)
_1 f + 1 dx = -x2 ln(x + l)-iχ2 + —x-∙^l∏ ∣x + lf ÷C,
2j ( x + lj 2 4 2 2

∫arcsin(x + l)dx =^= ∫arcsinfdf = farcsinf-“ Jl 至"

= farcsiι ^"Q = farcsinf + Jl-* + C

∣447^^⅜ —χcot2 x—cotx--x + C.
,2 2 2

∫ "c?" dx = ∫ x cot x csc2 xdx = -∫ xcotxdcotj = -^∙∫Λdcot2 %

=-iχcot2 x+∙∣∫ cot2 xdx = -∙∣xcot2 x + ^∫(csc2 x-l)dx

2
∣448^≡ -≡csc2^-∣cot→C.

cos4 - "侬5

[2s%cos 引

x 1 ι 1 f 1
8 ∙ 2% ・ 2%sm - sin -

8sin3- 
2

dx = —_esc — + — esc —d—=——esc-------cot—+ C.8 2 4j 2 2 8 2 4 2
2

1449^^1 -ln(sinx) ^ cotx - cotx - x + C.

∫ ^^^x = ∫ ln(si∏ %)，esc? λ⅛ = -∫ ln(sin x)dcotx

=-ln(sin x)∙ cotx + ∫cotx ♦ ^^ dx = - l∏(sin %) ∙ cotx + ∫ cot2xdx

=-ln(sin x)∙ cotx + ∫ (csc2x-l)dx =-ln(sin x)- cotx - cot x — x + C ∙ 

∣450量⅛ g(/~2)4，+ C,



第4章不定积分 211

=%2川 + 4 一 j Jl + %2d(l+%2) = χ271 + χ2 _ ；(1+%2 A + C 

= ∣(x2-2)√l + √+C.

本题也可以用三角代换方法解答.

∣451^^ ^(2sin3x-3cos3x)e2x +C.

卜' sin3xdx = ^∫sin 3xde2x =^xsin3x~px cos3xdx

=^ e2x sin 3x - -∣ ∫ cos 3xde2x = ^ e2x sin 3x - ^ e2x cos 3x - ^ ∫ e2x sin 3xdx , 

故 ∫ e2x sin 3xdr = ~(2 sin 3x - 3 cos 3x) e2x + C.

∣452^^ ；xj%2 + “2 + 卜2 ∣n(% + J%2 +。2)+ c .

[& +。2改=%J%2+"2 - f χ % ∙ = dx

J J √x2+α2

=x√√+α2 - f % : ■ _“一 dx = x& +您 _ f &+/改 + β2f 1

J &+/ J j√x2+α2
dx ,

故[Jχ2+α2* = l%Jχ2+α2+L2( 1——改
j 2 2 J &+a2

=3>∕x2 +。2 +lα2]∏∣X +&+02| + 0.

7S本题用到公式∫了/一7dx = ln∣x + √7+71+C.同样，也可以用三角代换解答.

∣453^^l %Ja2 一炉 +卜2 arcsin—+ C.

Vo2* dx

= Ja2-二幺 dx =.J〃2 _炉 _ _%2改 + 02 f 1 j⅛v ,

故 f J故-X2dx = Lj∖2 _%2 +lfif2 f 1 F & = lχjq2 f 2 +lβ2 arcsjn^ + C.
J 2 2 J√7∑7 2 2 α

-^C本题用到公式J[」2 dx = arcsin¥ + C同样,也可以用三角代换解答.

∣^⅜ 7(2√ -l)arcsinx + lχ√i≡7+C. 
4 4
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∫ xarcsinxdx = ∙^ ∫ arcsin xdx2 =∙iχ2arcsinx- ~6x

lχ⅛sinx÷ 争=→2 arcsinx + }j%dJl-%2

；炉 arcsinx +；xJl-K — ； J Jl-%2&

≡iχ2 arcsinx + jxjl-f _：(；%Ji-x2 +1arcsin%) + C
2

∣455^^ ⅛^ y--arctanx + C.

∣J-arcta∏χdχ = ∫arctanxd(一L)= --arctanx + J；・. ?"
dx

--arctanx + ∫
x(l + x2)

dx = --arctanx +J—dx-J^ X 1^

= -λarcta∏χ+ln∣x∣-iln(l + x2) + C = -ln-arctanx + C. 
x 2 2 l + k X

∣⅞⅞m(1+沪1∕ + K∣a2∣+C∙

i^^^+x^=^+x^^^'^

=*?一次£ + 上)* "嘿A3为d(x-2)J]击 d(l+x)

=蛆工;⅛-2∣-%l + x) + C =煤*+ "∣x-2∣+C∙ 
2-x 3 3 3(2-％) 3

∣457^^ 2(x -2)Ve^T + 4arctanVex -1 + C •

令疝五=乙则％ = j∏(f2+i), dx= ^L⅛,于是

r+1
J^τgμ^^^∙⅛MgDS

=2/ ln(^ +1) — 2,，2" ]‘ df = 2f ln(∕2 +1) — 4J (1 —之】j d£

=2tln(『 +l)-4∕ + 4arctant + C = 2(x-2)Je" -1 + 4arctanV?^T + C.

∣⅞58^a 2(lnx-2)√l + x-21n
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令 j+x = t、则x = *-i, dx = 2曲，于是

j^L 也=产-,二D ・2就=2jln(* -1) ⅛ =2rln(r2 -l)-2∫∕ ~~d∕

=2rln(r2-1)-4∫^1 + ^ηθ 也=2rln(z2-1)-4/-2也|三| + C

= 2(lnx-2)√L÷x-21n

l⅜59^^ (x+l)arctan√^-√7 + C.

令« = t,贝(]x = *,于是

∫arctan √χdx = ∫arctanrdt2 = f2 arctanr-J?2 ^^f =产arctanf - J(1 -〔 1 j
出

=t2 arctanZ -r + arcta∏r + C = (∕2 +1) arctan t-t + C = (x + V) arctan. Vx - Vx + C.

∣460育—ex+C.
~x + 2

j 焉 dxT'd 击=-∕+J 击 Q+2Mk

=-土上+ [xexdx = --^-+ jjcde》=-^- + xex - [exdx
x + 2 j x + 2 J x + 2 J
x2ex χ x -

=----------ι-xe — e ÷ C =------ e ÷ C.
x + 2

(l + x)sinx + cosx
(l + x)2

, rsinx j r cosx , dx=  dx+ -------- 7dx jl+x------ J(1 + x>

r sinx j r , 1 f sinx , cosx rsinx 1 cosx 八 = ------αx - cosxd------ = ------ ax-------------------- ax =---------+ C.
j 1 + x J l + x j 1 + x 1+x J1 + x 1 + x

∣462^^∣ ∣[cos(lnx) + sin(lnx)] + C.

令e'=f,则∙ = hu, ∕'(f) = cos(lnf),从而

∕(f) = ∫ cos(ln t)dt = t cos(ln £) + 卜 sin(ln f) ∙ ； df = f cos(ln 0 + ∫sin(ln 0 df

=£cos(lnt) + tsin(lnt)-^tcos(lnt)∙^dt≈tcos(ln。+1sin(ln∕)-∫cos(lnr)df, 

于是 /«) = ∣[(cos(ln0 + si∏(ln0] + C ,即 ∕(x) = ^[cos(lnx) + sin(lnx)] + C.

∣竺3 眼融 Zn =∫secπxdx = ∫ secw"2 x ∙ sec2xdx = ∫ secn"2 xd tanx

=sec"- xtanx-∫tanx∙(n-2)secπ"3 % ∙ secκtan%dx

=secn^2 xtanx-(n-2)∫tan2 % ∙ secπ^2 xdx

=sec”" x tan x - (w - 2)∫ (sec2 x-l)∙ secn^2 xdx
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=sec"-2 xtanx-(n-2)∫secπ xdx + (w-2)∫ secrt~2 xdx

=sec"-s xtaax-(w-2)/〃 +(«- 2)∕ff^2,
移项，解得，艺工+ *小・

(n-l)cos X ”1

∣464^a ∣x2-∣ln(x2+l) + C.

jEιdx=JtFdx=J 卜一直τ)dx=J 汕c-h⅛dx

"lxdx~^^x^τ"^χ2~^χ2+1",+c'

∣465髭刊 yln∣x+4∣+∣ln∣x-l∣+C.

设萨-2 =_ 3x-J = _J_ + _g_,贝j∣ 

x2+3x-4 (x + 4)(x-1) x + 4 x-1

3x-2 = 4(x-l) + B(x + 4) = (4 + 3)x + (43-∕),

故直工'解得Y'H'于是

^^^^^^^^x+^^

∣466喈票-ln∣x + l∣+^ln∣x-3∣+yln∣x + 2∣+C.

设--------------- =....+.... +.... ,贝
(x + l)(x-3)(x + 2) x + 1 x-3 x + 2

2x2-x+1 = 4^-3)(x+2)+^(x + 1)(x + 2)÷C(x + 1)(x-3), 
分别令％ = T, -2, 3,可求得4 = -l, C = ,, 8=[.于是 

[—2dτ + l— dx= -f—+ 
jQ+l)α-3)(%+2) jx+l 5%-3 5∙L + 2

= -ln∣x+l∣+^ln∣x-3∣+∙yln∣x + 2∣+C.

^^ ⅛∣-⅛+c∙

设元片=gg+昌，则 ι=∕(χ∕+麻(χ-ι)+g

分别令% = 1, 0, 2,可求得C = l, J = l , 3 = 7.于是

⅛⅛M奸-∙⅛曲+ ⅛⅛ 改=⅛⅛H⅛+c∙ 

碎喇 ⅛∣x2-1∣+-L + C.
2 x + 1
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设一土⅛—=—《担r = -^- + ÷-^- + -—,贝 I)
(x + l)(Λ2 -1) (x-l)(x + l) x-1 xf 1 (χ+l)2

f +1 = ∕(χ + If + % 一 i)(χ + I) + c(χ 一 [J ,

令x = -l, 1, 0,得C = T, / = ；, B = l> 于是 

i^^^^ + ^^~^^^

[⅛9^^ ,ln∣l+2x∣-gln(l + χ2) + garctanχ + c.

汉(f + l)(l + 2x) l + 2x x2+l ,

l = A(x2 +V) + (Bx+C)(y + 2x) = (A + 2B)x2 +(B + 2C)x + A + C,

[Z + 2B = 0
故｛b + 2C = 0,解得/=、，B = -∣, C = (,于是

∣4 + C = 1 5 5

f_____⅛_____旦+ !√Σ⅛±ldx-2fd(l + 2x) lfd(l + χ2)叮 改
j(x2+1)(1 + 2x) 5j1 + 2x 5j 1 + x2 5j 1 + 2x 5j 1 + x2 5jl + x2

=∣∙ln 11 + 2x | -gb(l + x2)+ ^ arctan x + C.

巨^]^^≡ — ln(x2 + 2% + 5) — arctan --—I- C.

3
3x + l = -(2x + 2)-2 改=a∣∙d(√+2x + 5)_】

∕+2x + 5dx = J f+2% + 5 ~2∙∣ x2+2x + 5」4 + (%+毋

,x + l 
d------ q [
——2------=—ln(x2 +2x + 5)-arctan^-+ C.= -ln(x2+2x + 5)-J- 

- 1 +
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1 “ x+1、 大+1 _=—arctan----- ÷ ——：-------- + C1
16 2 8(√+2λγ + 5)

而ii^⅛ ∣ln∣xi,+5x2+4∣ + arctanx + -arctan- + C.

j*等& =h⅞⅛χ+h⅛*
1 f d(∕ + 5x2 + 5) + j∙ (%' ÷ 1) ÷ (x2 + 4)改

=引 X4+5先+4 + J (炉+1)(4+4)

= lln∣√÷5√+4∣ + ∫-⅛rdx÷∫-±rdx

= ∣ln∣x4+5x2+4∣ + arctan x +—arctan— + C.
2

将有理函数分解为部分分式进行积分，有时比较整琐.，可根据被积函数的结构寻

求简便方法.

∣¾73^^ arctan(x + l) + -5  ------ + C.
% +2x + 2

j小『产器普^跟

∙^⅜4¼U

=f 1 ― f_ 2x÷2 dx = f巫皿 _ r≤√ + 2x÷2)
j x2+2x + 2 j (x2+2x + 2)2 J (x + l)2+l 」(炉+2工+2)2

=arctan(x ÷1) + 予 ---- + C.
必+2% + 2

々4^a arctanx÷∣arctanx3+C.

!^=1(^^^=!^

=arctan % f 丁 既、2 = arctan x + 工 arctan x3÷C.
3j l + (x4y 3

b⅜Hτ⅛=¾⅛dH*⅛⅛u
= ~^ + ^ + ^^-^+2^ + c'



第4章不定积分 217

∣¾⅞^ —L -larctanx2 ÷ —+ C. 
2x2 4 4(1 + x4)

1 , x2-l 1 1 I —一逝 %+“
=—prarctan—=------- 7=∙lιι —----- 产--- +C •

2√2 √2x 4√2 ∣x2+√2x+1∣

以8骨(D).

选项(A),因为一切初等函数在其定义区间内都连续，故都存在原函数，选项(A)正确.

酶(B),如函数/(力=k《-*, "≠°在χ = o奸雌，但尸(力=卜吟xκ。

[ 0, % = 0 [ 0, x = 0

是/(x)在(-00,丑0)上的原函数，选项(B)正确.

选项(C),设/(x)是奇函数，用定积分的知识可证明其原函数F(x) = J：f (f)d为偶函数,

选项(C)正确.

选项(D),显然/(x) = X2是偶函数，其原函数尸(x) = *3+ι不是奇函数，选项(D)不正 

确，故应选(D).
⅛^ (B).

磊严 J⅜3K⅛E⅛⅛ dx

=f f------* 2^t*2 = —L-larctanf + 工[---- ， 
9 Jl + x4 2J[l + (x2)2]2 2x2 2 2"l + (%2)2]2

令公="则^而却产寸第叫Jc。sMj(l + c。s2/)df
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因为区间上的连续函数一定存在原函数，故选项(B)正确；选项(A),连续不一定可 

导，如函数_Ax)=|x1,xe(-l,l);选项(C),闭区间上的连续函数有最大值或最小值，开 

区间上不一定成立，如函数/(x)千x,xe(O,l);选项(D),函数不一定有极值，如函数 

/(x) = x、Xe(O,l);因此选(B).
∣480^^ (D).

因为F(x)是f(x)的原函数，所以尸(*) = J/(X)此

当》<]时，F(x) = ∫2(x-l)dx = (x-l)2+C1,

当X》]时，F(x) = ∫lnjcdx = xlnx-∫x∙-dx = x(lnx-l)+C2.

又因尸G)=/(x),即F(x)可导，尸(x)必连续.因此，在%=1处有

尸①=lim F(x) = lim F(x).

BP∏m[(x-l)2 +C1] = lim[x(lnx-1) + C2],亦即&=。2一1，于是

尸(x)=卜Ty+G, χ<ι ,其中G为任意实数.令G=o,则

[x(lnx-l) + C1+l,x^l

—)=〔(：-%「]•因此，选◎

[x(lnx-l)+l,x≥l
∣481^^ -‰~2x arctan ex -——-arctan ex + C.

2 2ex 2

J 竺鬻Jdx = -Tjarctane'dee =_#工3廿 + 加(％*) 

=-#/期片+/*-]各]

运B -簪^34+；陪+c

f arctanx 1 1 ∖ 」 「arctanx. r arctanx⅛77Jdx=∙⅜ 一凉 arctanxdHbdHEdx

-∫arctanxdl-∫arctanxdarctanx = -≡^ + J^^-dx-l(arctan√ ,

因为 ⅛⅛dx=J 元kH0∙-τ⅛ 卜 WlnS+c，

士卜「arctanx arctanx 11 x2 「故 ⅝kc= 一丁 pi) +Ξ⅛ + c∙

∣483噌I In
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⅛^⅛≡⅛d∏ xe'(l + Λ√)
=心占卜i∣?⅛l

dg

隔s^^ →2x arctan Ver^l -l(ex + 2)√ex -1 + C.

x-lnx
f 1-lnx , r (l-lnx)∕x2 f J码育 J 口商∕χg=∙f

令 J7二l=八则e"=l+，，% = ιnq+f2),改=乌_出，于是 

1+r
∫e2x arctan >∕ex -ldx = ∫(1 + ∕2)2 arctan ^ ∙^^"dz

=∫ 2tQ+Z2) arctan 疝=；J arctan M(l + 户)？

~(1+f 2 )^arctan " g (%

I — %sinx 十 J 

xsinx+∞sx

3

=3(1 + 产¥ arctanf-i∫(l + 产)？ ∙ j/2 " = ^(1 +12)2 arctan^-^∫(l + 产)也

+ C.

『x+sinxcos% 曲 /Hsin' %十池、%) + sinxcosx 位
J (xsinx + cosx)2 J (xsinx + cosx)2

『sinx(%sinx + 8sc) + xcos?兀曲 j sinx 改 十/
—J (xsinx + cosx)2 xsinx + cosx J

XCOS X

(xsinx + cosx)2
dx

=∫ ———dx +[ xd——— 
Jχsin%+cos% J xsinx + cosx
f sinx , xsinx 「 sinx , xsinx 〃

"%sιnx + cos% xsιnx + cosx j xsmx + cosx xsιnx + cosx
W* ⅛∣tan∣∣ + ltan2→C.

j sin2x + 2sinx J
dx

2sinx(cosx + l) 4JsinXcos3X

4f dtan — 
2

tan—cos'
T

2

ι+t叫 dtan^ = ~ln tan- 
2 4 I 2∣ 8 tan2- + C. 

2
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∣488Bfe¾ ln∣tan∣ + l∣ + C.

f------------------ dr =
J 1 + sinx + cosx

1 sec2 -
：f................. .................. dx=[—2胆

2sta→os^ + 2cos2^ tan- + l 2
2 2 2 2

，忘巾呜++山卜吗+ι∣+c.

2

2 + cosx *, l + (l + cosx)

1 j f se 若 
--------------dx= ——：~--d—
1 + 2cos2- l + -sec2- 2

2 2 2

=(—— ---------dtan-=f——-——dtan-=-⅛rarctan∣ 4=tan-∣÷C.
jl + l(l + tan^) 2 3 + tan^ 2 U

2 2 2
∣490^^ x + 21n∣cosx + sinx∣ + C.

令3cos%-sinx = 4(cosx + sinx) + 3(cos%+sinx)',贝!1

3cosx-sinx = 4(cos x + sinx) + 5(-sin x + cos x) = (A + B) cos % + (N - 3) sinx ,

比较系数，^iA + B = 39A -B = -1,解得4 = 1,B = 2,于是

j∙3cosx-sinx 改—r (∞sx+sinx) + 2(cosx + sinx), _ f jx + 2f ^cosx+s^nx)
」∞sx + sinx J cosx+sinx J 」cosx + sinx

= x + 21n∣cosx + sinx∣ + C.

ΠTO.
被积函数的分子和分母是sinx和cosx的线性组合的不定积分，即形如

]■竺吧上竺也dx的不定积分，可作如下变换：

』ccosx+dsmx
〃 cos % + b sin % = N(c cos % + d sin %) + B(c cos “ + d sin %)'.

∣491^^ ∣Λ-iln∣l + sin2x∣+C.

方法一；令sin% = N(sin%十cosx) +A(siħ%+cos%)',贝U

si∏Λ≈ 4(sin% + cos%) + B(cos%-sinx) = (A-B)sin% + (J + 3)cosx ,
比较系数，得4-8 = LN十夕=0,解得4 = 1,5 = -工，于是 

2 2

r sin% 曲 _ _! f (血％ + cos %) - (sin % + cos 1)，匕

J sinx+cosx 2」 sinx + cosΛJ

= i∫dx-lf^^i^^ = lχ-iln∣sin^ + cosx∣+C. 
2j 2j ^inx÷cosx 2 2



第4章不定积分 221

触二:

r s⅛¾x & _ f sinx(cosx-sinx) 
J si∏Λ+cosx J cos2 x-sin2 x

dχ^fsin2x-(lzcos2x)dr
2j cos2x

i∫tan2Λxk-i∫(sec2x-l)dx = -^∫tan2xd2x-^∫sec2xd2x + ^x

∣ln∣2k+VbV ∣+C.—arcsinx + 
5

令x = sinf,则 Ji' =cosf, dx = 8Sfdf,于是

cost , 
.................... dz
2sinf+ cosf

1 j(2sinl + cosl) + 2(2sinl + cosfy 也
5」 2smt + cost

峪也竺3」+α +cθs"+c
5 5j 2sinf + cosf 5 5 1

=garcsinx+ ∣∙ln 12% + Jl-— ∣ $c.

P⅜93^a ；[ln(l+x2)+言. + arctanx∣ + c,

〕焉』j了%改+ 1*改斗+∕2，

Z1 = f-⅛dx=lr-⅛dχ2=lfl±⅛dχ2
1 J(l + χ2y 2j(1 + x2)2 2j (1 + x2)2

=3(τ⅛-儡卜 α+χ2)=Tmι+χ2)+W+G'

令x = tanf,贝Ul + x2 =l + ta∏2∕ = sec2f, dx = sec2tdt,于是

r i r sec21 ι r 2 ι rl + cos2z 1∕2=⅛77Fdx=⅛7dz=Ws 业=J-γ-d∕

=夕+取2"夕+?…,T3+正/J]L +G.

因此，J^⅛^dx = 9[ln。+χ2) + f^ + arctanx] + C '其中C = G+°2'
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令arctanx=∕ ,贝!∣ x = tanf , l + x2 = sec21 , dx = sec2∕d∕ , 

∫ —----j∙ dx = ∫ tan[: sec2rdr =∫ e, sin tdf = ∫sin fd"

= efsin^-∫cosfde' =e, sin^-e'cost — ∫e'sinf<fe ,

故 ∫ e⅛inΛ = -er(sinr-cosr) + C ,从而

力y c⅛≡a

∣495嘴耨 x-31n(et+l)-∣ln(ef+l)-3arctane* + C.

> dx f 6也 _ r 6d∕
l + ef+ef+et 一」(1 + 尸+*+以 一 J ® +1)(〃 +i)

,^_____ 6_____ .a* B ^Ct + D
*f + 1)(*+1)=7 + 万+ 产+] 解得2 = 6,3 =c=。= -3,于是

JE=哈力蹲卜"+噜HJ甯MM
= 61n∣"-31n∣f + l∣-∣ln(产+l)-3arctant + C 

= x-3 ln(e^+1)-∣∙ ln(e≡+1)-3 arctane^ + C.

∣496^^^ ^ln(cosx + 2)-^ln(cosx +1) + ^ln(l-cosx) + C.

J

(2 + ∞sx)sinx
dx= [------- sm∙ d%T 

j (2 + cos x) sin x J
dcosx

(2 + cosx)(l - cos2 x)

8sx=r f df _『______ d£
=—J (2 + f)(ld) = J (2 + t)(f+l)(f-]，

设------- ------- = — + — + —, ##^ = 1, B=--, C = !
(2 + f)(∕ + l)(f-l) 2 + ∕ f + 1 r-1 3 2 6

r 1 x i 1111t
I--------------------d% = I — --------------------- 1--------- df
J (2 + cos%)sin% 八3 2 + ∕ 2 f + 1 6∕-lJ

= ^ln∣ ∕ + 2∣-—ln∣ ∕ + l∣ + ∙iln∣ f —1∣ + C

^Si ll∏(cosx + 2) - ^ ln(cos x +1) + ∙^ ln(l - cosx)÷ C.

∣497糅¾ ∣x + ∣√ -l^χ2 + 2)Jl-"2 arcsinx + +C.
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^^rcs)dx = ∫x2 arcsinx ∙ ^~Δ . dx = -∫x2 arcsin xdjl-x?

2xarcsinx÷ dx

=-x2 √l-x2 arcsin ^ +1 ^3 +∫2x√l-χ2 arcsin xdx , 

而人=J 2∙Jl-∕ arcsin xdx = 一 ∣J arcsin xd(l- x2 户

0 3 7 3 ι
=-∣(l-x2)^arcsinx + -∫(1-x2)^∙, . dx

≈~(l-x2y arcsinx + ^∫(1 - x2) dx

= -^(1-x2)71-x2 arcsinx + ^x-^x3 +C ,

所以 f" F⅛dx = 2χ + Id 一：(%2 + 2)Jl-%2 arcsin% + C.
J √l-x2 3 9 3

∣498^¾ -ta[(x-y)2-l∣ + C.

^x-y=t ,贝!ly = x-f , RAy(x-y)2 =χ ,得(%-£)/=% , 

解得X = ∕1, dx =曲?也，y = M，于是

Jχ-3y _____3i_ (r2-l)2 jf2-l 2」》-1
*一1 E

= ∣ln∣r2-l∣ + C = ∣ln∣(x-^)2-l∣ + C.

∣499^^ -2√l-x arcsin √^ + 2√x + C.

由五20, Jl-% >O,sin%wO , ⅛0<x< 1, i⅛sinx>0 , 
令si∏2χ = f,贝"sin% = 4, x = arcsin7F , ∕(f)=第、」"

,于是

jj = j∙ 石 arcsin &
√l-x 石

dx = ∫ )r^2 直 dx = -2∫ arcsin «dj]-x

-2√l-x arcsin √x + 2∫ √l-x

=-2jl-% arcsin Tx÷2>∕x + C.

∣500^^ 4d*+C.

∫ λΓG)曲=∫xdf,(x) =矿(x) - J /'(%)dx =矿(x) - ∕(x)÷ C ,

由 J∕α)dx = e' +C ,知∕α) = (∕ +O' = 2λ√ , rα) = 2e' +4x2eχ2 ,
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于是，∫xf∖x)dx = x(2e* + 4fe'')-2xe' + C = 4炉』+ C.

由 j4(x)dx = arcsinx + C ,知j∕(λt) = (arcsinx + C)'=：】工, 

所以"χ)"茄三，"")"=/1⅛dx'

令x=sinf,则 Ji-/ =8sf, dx = cosfdf,于是

J∕(x)dx= [----- i-----cosfdf = [ cscrd∕ = In | csc∕ - cot ∕ ∣ +C
J J sinfcosf J

= h⅛-守+c∙

g
501题一图

∣502^^ ∕(x) = ∣ln2x.

由(J/0) dx)' = [-(l + x)e-* + C]',得 ∕,(e1) =心一、，令 e* = f',贝∣J x = In /, /仰)=早，即

∕,(x) = -,积分得

∕(x) = J⅛∙^dx = J lnxdlnx = ∙^∙ln2x + C, 

由f(l) = 0,得C = 0,故∕α) = }l∏2%.

∣503fij 必

方法一：本题有两种方法.

—瑞-J翁=嗡刊…壶

,嗡dxW（瑞7
方法二：

2zwω. 

(∕,(χ))2

左切嗯吗卅U

。鹰瑞"η璃偏月（陶+C证毕.
∣504g≡l

(αsinx + ⅛cosx)2 =(∕ +b2) sinχ +
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=Q2+∕)si∏2(χ + 0),其中 8S0 = ∙∙7∙=q==,sill∖ =，于是 
√α2÷Z>2 √α2+62

cos(x + 9) = cos xcosφ- sin xsinφ≈ 6
-7 一=COSX - -/=-√7T^ √7+F

从而 J (αsinx + ⅛cosx)2 ^~ a2 +b2 ^ si∏2(χ + o)师 + 夕)

=2 1 庐 J ®®c?(x + θ)d(x + 夕)=—2—^j^cot(x + φi) + C

1 cosQ + 0)

α2 +⅛2 sin(x + 9)

-7 — COS X _ -∕ - r=∙

—7= sin x 4—/ = <√77F 4^^

..........+ C

1 acosx-bsinx ^ 
α2 +⅛2 αsin% + bcosx
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∣505* (B).

因为定积分的值是一个常数，故导数为0.

|506* 2π,

根据定积分的几何意义，CH7/dx表示图中半圆 

的面积，所以,；)4-4改=；71.22 =2π.

原式= limg； = lim 号 士.1= f'χdx 
1°° 总〃 n→w^J⅛w n J。

匚二?(1)这是和的极限，该极限即为函数/(x)=x在区间［0,1］上的定积分.事实上, 

/(x)=x在［0,1］上是连续的，因此可积，于是可将区间［0,1］"等分，并取白为第J个小区 

间的左端点，这样作出的和的极限就是题目中所要求的极限.

(2)此题的另一解法是通分求和，仿照第一章53(1)题.

∣508^^ ln2.

原式=M⅛⅛=M⅛⅛TMi⅛x=1d2∙

原式=J⅛gτ⅛=J⅛g前 T=R⅛dx=arctanM:弋.

1510 戚泡(B).

所有选项中只有(B)当0 W x W 1时，x W tanx,从而/| ≤Z2.

相同区间内的定积分大小的比较，根据定积分的比较性质，直接比较被积函数 

在积分区间内的大小即可.

同 ^¾ (A).
因为当ow%≤ι时，√i+7≥√i+7, fi√i+√^⅛√iT√,所以有人〉/?.

若函数/(x)与g(x)在区间3 6］上连续，fg ≤ g G),且/(x) M g(X),则 

J'∕(x)dx<∫'g(x)dx.
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丽蹈I ∣π≤∕≤∣π.

令∕(x) = L+cos2χ> 显然在区间，,π］上，0≤cos2x≤l,所以lW∕(x)W2, 

由估值定理可得1，卜/卜色(1 + 8S2现1「2.卜-*即今W/W手.

0 ^1^-
由于云≤ -^= W χ9 (0≤ χW 1),从而 

专门"寸忌**加，

又 fx'dx=L,则一i7=wrγ=dχwL.
10 10√2 Jo√m 10

Γwa3
J^u若函数/(x)在区间［a,与上的最值不容易求得，可对/(x)进行适当的缩放，以 

便于估值.

回砸曲I利用最值和缩放相结合.

令∕(x) = ^^,有∕,(x) = ^^^^,又令g(x) = xcosx-sinx , 
X X

有 g'(x)= -xsinx<0, x∈,'^］'则g(x)单调递减，可知 g(%)Wg(∕)<0, 

从而仆)<0,则/(x)单调递减，有/住k/(*)W府即2w也W名巨，

由估≡3可得：-∙⅛-51≤∫J—<^≤—-f?- >̂ 即;w/≤q. •，…•⑴ 
π(2 4)耳 x 兀【2 4j 2 2

又当2EwxW^时，^≤-^≤^≤l≤-,所以 

4 2 π √2% x x π

与立，佟/kA胆改W土佟」即也W/W1. ⑵

4 兀(2 4)耳 x π(2 4j 4

结合⑴(2)可得号≤/W*∙

4 2

阿6!⅛I利用积分中值定理和罗尔定理.
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由/α)在［a,b］上连续，可知/(X)在［a,笠^上连续，则由积分中值定理，存在 

"e卜，苛2］,使得 ∕m)=∕^F∕(χ)dx.于是/(")=/(»,且”b，/a)在 

［7,3上满足罗尔定理的条件，则至少存在一点Je(77,b)u(a,b),使得((§) = 0,

回豳眦I利用积分中值定理.

由f(x)在［a,司上连续，可知f(x)在(a, 6)内可导，且

F'") =粤-^⅛［"M

由积分中值定理知，存在Je［a,x］,使得］：/(f)df = (x-a)7C),代入上式得: 

F(x)∕(x)-∕ ④.

又由∕'(x) ≤ 0 ,知f (x)在(a, ⅛)内单减，则当J Wx时，有/«)≥ ∕(x),

于是x∈(a,b)时，Fz(x)≤0.

∣517^⅛ ］.

根据平均值公式可知函数/(x) = √4≡7在［-2, 2］上的平均值为

f(D = ":"-—

由定积分的几何意义可得£"二匈=2π,故所求平均值为/G) = ∣∙2π = p 

∣518^^ 0； sin&2; -sina2.

—=^∫6sinx2dx = 0.

百=2, sin,改= sin⅛2.

⅛ = gsin/dx = -A∫%in√dx = -sina2.

画国2而7,

芝=2『Jl + 产必=Jl + (χ2> •(公)，=2χjl + √l .

J*^当积分上限是［(X)时，求导要利用复合函数的求导法则.

-般地，■£「")“)必=九夕(x)］"(x) •
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"-∙<当积分上下限均是x的函数时，要利用积分区间的可加性和复合函数的求导法则, 

熟练之后，过程可以简化：

® -色产 dt _ (口 _ (∕y ' _ 3— _ 2x
dx dx、√l + rr - Jli(χ3)2 Jι + (∕)2，J"产 √l + ⅛4''

~艇地，£f^∕(<)di = ∕[^(χ)]^,(χ) -∕[^(x)>,(x) ■':

521 ■ 1. 

fx∞s∕2dz 5 ,
lim—---------- - limcos£ 
10 X----- 洛必达法则XT0

严丁粒『um0Ξj 

x→0 x 洛必达法则xto 2% 2

史M ： 2优甸
I----------— lim—------- √-

&&
---------=lim -^——"——=2 lim -~~^- 12 lim ■
‘"20也洛必达法则"To Λ√u χt° xe 洛必达法则χt°

一=2 
e"(l + 2χ2)

对∕积分时，%视为常量

lim
∣o∕α)ατ)叱

xt° % 洛必达法则XT0

∕(o⅛+√ω-√ω
2x

噢噢个陪4皿

当力f+∞时，必有为>1,则
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j； (arctan £> d£ = ∫θ (arctan f> df + J； (arctan ∕)2d∕ ≥ J； (arctan ∕)2 d∕ ≥ J：(arctan 1> d∕ =器(％ ~ D 

—> +∞ ,

因此 lim j；(arctanZ)2d∕ = +∞ ,于是

_ .(qtan-d)^^ E (arctan4 = Y

xτ"0 √l + √ 洛必达法则χτ做 % 1 4

[i⅞m -*
方程两边对X求导，得e，M + cosx = 0,解得?=-竺等. 

αx ax
∣5jfm单调增区间(-,+∞),奇函数.

因为 /3 = e^*> 0(→o<χ<+ 00),所以/(%)在(-∞,+∞)上单调递增.

又 ∕(-x) =『e丁 dz 名=J：e 2" d(-a) = -∫% 2" d〃 = -∕(x),故/Q)是奇函数.

∣528∣⅛ 2.

因 9(x) = J：甘(f)d∕ = xj: ∕(0⅛ ,则"(x) = J： ∕C)df + 2抬/(/),

又由条件知 p(l) = "(f)dz = l, ^,(l) = ∫θ∕(0⅛ + 2∕(l) = 5,于是 1 + 2∕(1) = 5,故 

/(1) = 2 ■

匠9霞利用零点存在定理和单调性.

设尸(x) =「/(/)必 +e/，可知F(x)在［。,刃上连续，且

—=J>)kJ:斋T：斋<o, f^=^^^

由零点存在定理可知，尸(x) = 0在(a,6)内至少存在一个根.

又F∖x) = ∕(x) + — >0,则尸(x)在［a, ⅛］上单调递增，从而尸(x) = 0在(a, ⅛)内最多 
∕(x) ' '

有一个根.

综上，尸(χ) = 0在3, ⅛)内有且仅有一个实根.

∣^^^^^∣ ^∙ (e — 1).

R⅛4j>d(2x) = *1 沼(e-l).

∣531 曜⅜a 石-1.

^^^^-^^+χ2^2^t^~i-
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∣532j⅜⅜3 In-.

二.+已=J:亲一6 A = % + 2)]；-岭 + 现，

= (ln3-ln2)-(21n2-ln3) = 21n3-31n2 = ln∣.

屈3喳μ 5.

因为I忙工；所以 2

J：|2-x|dx = J：(2-x)dx + C(x-2)dx=(2x-#[+(#-2x) =→∣ = 5. 

∣534^^ 4.

因为血上卜inX' °w"：：,所以 

[-sιnx, π<x≤2π

∫θ"∣sinx∣dx = ∫^ sin xdx +『(一sin x)dx = — 8S x|； + cos x|： = 2 + 2 = 4.

L"«当被积函数在积分区间上是分段函数或带有绝对值符号时，应根据被积函数的 

取值情况，利用积分区间的可加性分段进行积分.

∣^≡ Λχ)=Γ∕ω⅛= 1 2 3
匕 * +2x^2>

0≤x≤l

l<x≤2

当O&xW 1时，p(%)=二/*(/)也='2位=心=才

当 1 v% W2 时，尸α) = J)G)dZ = f2d + J]X(2 + f)ck

+ 2仁

所以，P(x)=,∕G)d∕=
0≤x≤l

当lv" W 2时，注意积分区间要分段.

因定积分为一常数，可设(/(x)dx = C,对等式两边求定积分，有 

C = £ ∕(x)W = £ p⅛^∙ + c£ ^/rT?* = arctan x|； + C •：=弓 + ： C , 

—L+四分之一圆面积
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解得：c =六，即(/(*)* =六• 

∣537^^ ∫θ∕(x)dx = -2 ; ∕(x) = -2x-l.

设[/(x)dx = C,对等式两边求定积分，有

C = ∫∕(x)dx = ∫θ(Cx-l)dx = ^C⅛2-xj =jC-b 

解得C = [∕(x)L = -2 ,且由条件知 ∕(x) = "∕(f)df -1 = -2x-1.

|538图 11η3.

Lx - + x

-X+斗注=≠^~=/ 亡一,令f△+X，贝！1/(0=鼻，于是 

I 1 + X »2 t + J-2 X ' 一2

∫2 ∕(x)dx = S2^χΓ∑idx" 1^2^√⅛d^2 ~^ =3b(x2-2)|}=；(ln6-hi2) = Tln3..

田已知复合函数/[*(x)],需先求出/Q),再计算定积分.

[539j^ 7 + 2In2.

令& = /,贝!lx = *, dx = 2fd∕, x = 4 时，f = 2; x = 9 时，f = 3.

台改=2c口， =2 讣+ 1+ 六卜=S + 21n(D]|；

= [15 + 21n2-(8 + 21nl)] = 7 + 21n2.

令 y∣3-2x =/ ,贝 U% = g(3-f2),*= _，df, % = 0 时，e=君；%=1 时，/= 1.

£%j3-2%dx = -J:g(3 ")*"=；『(3* -4见方

="『-2 *白e T)-±(9g-l) = ^^.

∣541 糅¾ 2(√2-l).

方法一：4*lnx = ∕,贝!]% = e', <U = e'df, % = 1 时，/ = 0 ； x = e 时，/ = 1.

''^±dxM∕⅛.e'd, = f 意df = 2g[=2(血-1).
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方法二：令∖∕l + lnx=f ,贝∣Jx = e'τ, dx = 2fe*"d∕ , x = l时，£ = 1; x = e时，^ = √2 .

「昂日=『当"也=(2市=2,(=2(次一1).

雌三：^^^^A^ = 2^=^^

⅛542雇总 2(l-√l-e-').

:⅛1⅛~^ 令l+xe* =3 则df = (l + x)e*dx , x = —1 时，∕ = l-e'1; % = 0时，∕ = I∙ 
一I............＞注意此处不是dx=d(f)d/

端 T,%2*2(G)∙∕

雌二：令 Jl + xe* =1,贝!| df= J d(l + xe*)=改, 

2jl +xe* 2jl + xe*

x = -l时，t = √l-e^1 ; x = 0时，f=l.

E^⅛dx=修也=2人=2(1 - √i≡F).

雌三：C = ∫°-^X=d(l ⅛-xex) = 2√i+^7∣°ι = 2(1 -√l-e^r)-

∣543^⅛ 今

令x =芈si∏E,贝!∣dx =半cos粒,％ = 0 时,/ = 0； χ = - #, Z 

『y∣2-9x2dx = jj & cos t ∙ ∙^ cos ∕dZ = ^J^ cos2 tdt

(cos 2f + l)d∕ = ^-sin2∕ + -Z
√2山

543题-图

令x = tanf,贝!∣dx = sec2E , %= 1 时，∕ = Ξ . % =退时，t = - 
4 3

4 dx
1痛+』

'=g 新盗Γ gcscE = ln(cscf -cotf)[ 

= lnψ-ln(√2-l)≈ln^⅛^∙.
π" B

3 *

54:题一图

令 ％=secZ,则 dx = secttanfd∕, x=l 时，f = 0;% = 2 时，t =—

dx= 口竺竺∙secftanfdl= [^tan2∕d∕ 
J。 sec, J。 545题.图
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=∫J,(sec21 - l)dr = (tan t - 0∣J =石-方.

|5砌箫π-2.

令％=sinf,贝!∣dx = cosMf, x = 0 时，f = 0; x = l时，/ =—.
2

∫1 =2∫,-‰==2p^L=2pfl-*-1
j-,l + √l-x2 "l + √l-χ2 Joι + cosf Jo( l + cos"

∫θ ∙x-χ2 改=£ Jl-(l-%)2 改令】-F _ £ cos2 ^dz = ∫jcos2^d∕

fyl + cos2∕ , 1 , 1 . π

回自号山2 + ® 

r^^⅛≡∫o⅛^

— =可一占}"=("-扣岩卜 *ln(2 + √i).

可直接令jn=t.

方法一 ：∫,7(x - 2)改—£ /⑴d∕ = ∫° (1 + 产)也 + £ e-'df

≡^÷∣^L+(-e-,t=→ι444∙
方法二:由条件得/a-2)=［：W 二言=忙尸'言

贝∣J f∕(x - 2)dx =「(炉-4x + 5)dx + J；言*改=($3 - 2√+ 5xj 一 小吸=^ 一 } •

此类问题两种方法均可，但显然方法一用变量代换将Jι7(x-2)dr化为(/0)& 

计算更简洁.
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fι 1∕(^ ~ l)dx ⅛⅛ J 1 f(f)∆t = J'xe* df +J] (―l)df = 0 —(1 — ；) = —g.

'------►对称区间，奇函数 

∣^⅛ e'2-l.

因Rf(x-t)也至寸f(")(-d") = J；/(”)d"，则£7("见"=产-1,

取*=1,代入等式得£f(u)du = e“、L,即C∕(χ)dx = e-2-l.

Γw^η

J*∙-"s^也可以求出yG) = L2e% ,代入£/(x)改中求出定积分. 

∣552^^ e1.

因 J： f(x-t)tdt ^≡= J；f(")(x-”)(-d“) = J；∕(w)(x-w)dw

= df(α)d"-JM")d",

则"J；“")底-J；4(")d” = e* -x-1,

等式两边对 x 求导，得[J：∕(")d" + j√^(x)]-叭x) = e* -1,即 J；∕Q)da = ex-l,

等式两边再次对x求导，得/(x) = eΧ∙

∣553f^ 0.

设 /(x) = T*一，由 /(f) = [ ,？ l1- = -f(x),知7(X)是奇函数, 1 + cosx l + cos(-x) 1 + cosx

故 ER-k=o∙
七 1 + cosx

]554^⅛ 0.
设∕(%) = si∏2%in(χ+J1 + /),由

∕(r) = sin2 (-x) In 卜% + Jl + (-%)2)= sin2xln^-Λ + √l + x2 j

= sin2%ln(% +Jl + χ2) = -sit?λ⅛卜 + Jl + f) = _/(%),

知/Q)是奇函数，故J&si/xln,+ Α/1 +/)必=0,

画5* 0.
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显然7二是偶函数，设/(χ) = τ∖-L,由〃-， l + e1 2

〃、 ] 1 e* 1 1 1 1 1
E一厂一寸厂一小)，

知/(x)是奇函数，则 亦为奇函数,
故 c/⅛⅛-加=°，

∣556j⅜⅛ ττsinL

∫ 1jcosxarccos^dx = ∫1jcosx^-arcsinx^dx =g：cos%dx-(cosxarcsinxdx , 

L 利用公式 arcsin x + arccos x = —

2
其中cosx为偶函数，arcsinx为奇函数，贝U j：cosxarcsinxdx = 0 ,于是

∫1j cosx arccos xdx = ^J^cosxdx = π(cosxdx = πsinx∣θ = πsinl.

∣557^^ (D).

经检验可知上M, ln(x + & +1), ex cos x-e"x cosx均为奇函数，且f, sin8 x, tan8 x均为偶 

1+x
函数，故

M = j∖^^dχ +J*Χ8*=2「%8也,

-V=∫ξsin8 xdx+∫^tln(x + 7x2 +l)dx = 2∫Jsin8 xdx ,

P = J∖tan8xdx+∫ξ(excosx-e"xcosx)dx = 2∫θ4tan8xdx ,

又知当0v%<女时，sin为<%<tan%<l,根据定积分的t⅛质，可得P>M>M 
4

故正确选项为(D),

Γ>½Π
J^u当积分区间为对称区间时，应首先考虑被积函数的奇偶性，以便化简运算.

∣558^a 2儿

∫θπ√l-sin2 zdx = ∫θπ∣∞sx∣dx ,显然∣cos%∣是以兀为周期的函数，

所以『Vl-sin2 xdx = ∫θπ∣cos x∣dx = 〃 J： ∣cos x∣dx
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画值3
因为sin¾:与tanr均是以死为周期的函数，所以

广 “sin? x(tan x + l)dx = ∫ξsin2 x(tan x + l)dx

=∫ξsin2 xtanxdx÷ ∫¾sin2 xdx = O + 可『一彳⑦心=/ - ；sin 2x『=∕.

施园目利用三角函数的诱导公式做变量代换；In=-.
4

(1) j： ∕(sinx)dx —-- - ∫π∕(cost)dt = ∫^∕(cosi)dr = ∫J∕(cosx)dx.

⑵〕:叶(sin%)& = Jj4(sinx)*+J；4(sinx)W ,

其中 J；孝(sinx)dx 巴=_j： (π-∕)∕(sin f)d∕ =∫J (π-1)/(sin t)dt =∫j (π-x)/(sin x)dx ,

所以〕：4(si∏ x)dx = ∫Jjcf (sin x)dx + ∫J(π-x)∕(sin %)dx = π∫^2 /(sin x)dz.

因8s2X = 1 -si∏2 X,所以 严"Z—是/(sinx)型的函数，由⑵可知

sin2"x+∞s2nΛ

=广 jsiιB 工-dx = π户丁 2严“ ％ 2“ dy， 

Jo sin2" x + cos x J° sin x + cos2 x

再由(1)可知[ sin% 改=户 产2"2.改，

J。sm2 x+∞s2 x jo ∞s x + sin x

于是/ =-fp___ sin?"’_曲+户_8s2"x dχ]=色户吗 x + cos)dχ±

"2口° sin2llx + 8s2"χ Jo cos2"x + si∏2nx J 2jo cos2λ x + sin2n x 4

∣561⅛^ l∏2-2 + ].

J>(l + M)dx = xln(l + x2⅛ -∫o'xdln(l + x2) = ln2- J：^^"*

= l∏2-2f(l-3^∙)dx =ln2-2(x-arctanx)∣θ =ln2-2 + ^.

[⅞j^l ^+^y-l.

Jjarcsinxdx = xarcsin耳-∫^xdarcsinx = ^-∫^∣丁 】dx 

^∖^^^~^n+^l =⅞+T~,-
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1563续I _%

J[xarccos*dr = }j[arccosxd(x2)

=齐arcc°sxL 一卜 叱*=/一/：嫌^*

∣564^^ 扣2.

)。2一χ
dln(l + x)

= 1∏2 +L(x + 1)(a2)：32 + 3点*n

= ln2 + ∣ln∣ = lπ2 + -(-ln2-ln2) = -ln2.

∣565^^ ∣(l + e∕)∙

Jj e'x sin 2xdx = -∫J sin 2x d(e^x) = - e~* sin 2艰 + 2∫J e^jc cos 2xdx

=-2∫^ cos 2xd(e^x) = -2 卜* ∞s 2%「- Jj e'xd(cos 2x))

=-2 -e^i-l + 2∫Je^xsin2xdx j = 2(1 + e 2)-4∫⅞"xsin2xdx ,

移项，解得底rsin2xdx = ∣(l + e∕).

∏f½l

分部积分法可多次使用.此题也可选用sin2x凑微分做"，过程类似，也需两次 

使用分部积分，注意"和v的选择前后保持一致即可.

[566匿典 2-∣.

"外三「1 ∙2，也= 2/fde，=2同：-∫o^'e,⅛)

= 2(-e',-e,∣^1) = -4e^1+2 = 2--.
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-*•*<可综合使用换元法和分部积分法.

函■< l(π2+4).

fΞ^Ξdχ = J%sin2 f & = ^^^-^

=；?必一;炉/m切=¥卜(为出2，［
[+I∫⅞m2rdr

π2

陶口 yπ-2√3.

fs arctan j4-ldr:

.8

金疟^5 J； arctan f d[(产 +1)2]

= (t2 +1)2 arctan r∣^ -J；(『 +1)2 d arctan r = ^π-∣^(t2 +1)E

=上一g»『噌7仄
丽■ M.

⅛⅛-: fj2p-exdx =⅛= - pt3e, ∙ ^-dr = ∫J te, dz = ∫J t de,

= te,∣^-∫Je, d∕ = e-‰^ -e,]ι =~^ ∙

方法二: 〕：#* = -吐 d(C) = -g" +∫12e⅛Q =—#+e + e[
2

画0∣^ 4.

Jo 石 ∞sVxdx 壮≤ ∫θ 2t2∞stdi = 2∫V d(sin{) = 2(产 sinf∣θ - J： 2tsinfti∕j

=4∫J<d(cost) =4^rcost∣ζ -∫^costdfj = 4 ^-π - sin f ∣θ j = -4π. 

原1匿¾ 8.
Cxf(x)dx = ∫^xdf,(x) = xf'^ ~ J：r(x)*

=2∕'(2) - f (x)∣j = 2∕,(2) - [∕(2) - ∕(0)] = 2 × 5 - 3+1 = 8.

⅞⅞Fia(A).
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由于F*(x) = eata^">sin(x + 2π)-estaismx≡0,则尸(x)≡C,

又尸(O) = [*e5ta'sinfdr = -C esi°, d(∞sr) = -esto, cosr∣θπ + ∫θ πcoszd(esfa,)

= ∫^esi°,cos2fdr>0, (∙.∙esi'1,cos2z>0 )

于是F(x)≡C≡F(0)>0,故正确选项为(A).

1573扇 e+l.

「号哄改山 J"(，粒= [W(f) = √M-j>)d∕

=/⑴-e[=∕(D-e + l,

又f(x)=(e") =2xe',则∕(l) = 2e,代入上式得｛蛆三谷^改= 2e-e + l = e + L 

∣574雁⅜¾ ∣-π.

令"∕(x)8SX(k = ∕ ,贝!j∕(x) = x + 2∕ ,两端同乘以COSX,再积分，得

J： /(')cos 付=J；(% + 2∕) cos xdx = Jj xd(sin x) + 2/Jj cos xdx

= xsinx∣2 -Jjsinxdx + 2∕sin喏=^ + cosx∣2 +2∕ = ]-l + 2∕ , 

即∕ = ^-l + 2∕=∕ = l-],于是∕(χ) = x + 2∕ = % + 2-冗，从而

∫√ωdx = ∫Jx + 2-π)dx = ∣x2∣^+(2-π)x∣θ=→2-π = ∣-π.

∣575臣 2.

J：∕(x)dx = x∕(x)∣θ -∫^xd∕,(x) = τcf(π)-∫^x∕,(x)dx ,

而f® =「也出=「胆",/,(x) = —，将/(π)和/'a)代入上式: 

J° 冗一f J° π-x π-%

J： f⑴改=可：吃必-J：詈改=lC* = j%injcdχ = _侬寸=2.

ΓWL^<∙y∙α）无法用初等函数表示，但/'（X）可以求得，因此被积函数中含有变限积分时, 

一般采用分部积分法.

由 f(x) = J]*e-'dy，得∕(x) = e"，∕(I) = ,e~'dy = 0 ,则
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=⅛%e*) =出出:一炉 d(f)).eτ+e叩 *\ 

1577牌I ln2.

由 f(x) = x - J； /'«) cos d ,两边对 x 求导，得 /，(%) = 1- ∕,(x) cos x

解得∕'(%) = 7_-，从而∕(x)= [―—dr= [-sec2-dx = tan- + c ,
1 + cosx j 1 + cosx j 2 2 2

又由条件可知/(0) = 0,于是c = 0,则∕α) = tan^, 

故 Jjtan]dx = 2jjtan]dO = -21ncos4 =^21∏^ = 1∏2.

∣578^⅛ (D).

(B) ∫2 ^^dx =『ln%dln% = ；ln2%『=+oo,发散.

©R—Mui，发散

口中T：xde^x =-xe^x『+『尸改=2e< - e~*『=2e~2 + e'2 = 3e'2,收敛. 

利用洛必达法则求极限

lim xe~* = lim — = lim — = 0
χ→4<O X∙÷+<D gx X->+0O e%

故正确选项为(D).

『表改寸£叱卜一总=专•

j580^^ π.

匚号才=口号仃I =M(x + 2)∣*g)
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广弁=广岛=/(?-占户=ln闺,/2.

一注意，下面这样运算是错误的.

Er』『沁』=公用+『 

这是因为『工改与r±dx都是发散的，不能应用性质3.

∣582喳封 ∣-∣√3.

1 j 令x-i=s8∕ 吾 secZtanZ j 3
------- 厂 也= ------- j--------- - - dx - 2 —τ--------也=2 cos3 tdl (x-l)4j%2-2χ h (x-l)4√(χ-l)2-l ⅛ sec4Manf ⅞

=∫J(1 - sin2 ∕)d(sin∕) =(sinf— ;sin、) =；_宗迅.

若可以看到,经过变量代换，无穷限反常积分转化为定积分了.

∣563B⅜a

广 e 虹 改 1⅛ —∖∙df = arctan彳：=—.

此题也可直接凑微分.

∣584牍a ∣1∏2 + ∣.

在(0,+8 )内eT单调递减，令e-"=L 得x = ln2, 
2

所以mi∏H = ∙ i 0Wx<ln2，则

I 2J [e→ ι∏2≤χ<+∞ 

吗｝dx=L ldx + ∫V^dx = ∣ln2-e-^=∣ln2 + l.

∣585f^ ln2.

r∕3dxTJlnMry = -(罂]+『±d(inx)

]一碗用洛必达法则求极限 

Urn = Hm 工=0 
*3⅜ω ] + X ⅛→**e χ
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r⅛⅛dχ=in∣⅛∣ι =,n2∙
j°V⅛dx=r⅛⅛^dx=r τ⅛dx+犷 4七)

= arcsm

雌二：「 

匾府包ln2.

土 p举三 
彳一j=secEtan∕ 

√2

方法一：运用恒等变形.

『肃产r就产（疗出口喝

岛|。+广 ⅛dχT-Γ Γ⅛d(e-) =-ln(l + e→Γ=ln2.

∣→分子分母都乘以『

方法二：运用反常积分的定义•
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而触[l⅛-hld+i)k1⅛r⅛l>-(i+e*MF)]

=Bm [in e" - ln(efe +1)- e~δ ln(e6 

所以J⅛-2，

ln(ei+l)^∣
= lnl-O = O.

『(]：；：?* =/ xd(^^l7)，此处不可直接应用分部积分，因为 

觇品= +oo，发散，因此在方法二中，先对门d[∕)用分部积分，再求

∣589磨鼠(C).

因 ∫θκ° sin 2x - ewdx「° e* sin 2xdx = ( e* (sin 2x-2cos 2x)『,

而现。(eγsin2x-2cos2x)不存在，则『sin2x・』dx发散，所以Usin2xddx也发散 

故正确选项为(C).
网嗡发散

当x>l时，有」<」-,且广2dx发散，

由:较判别法知’『+"发散•

此题应用了当r}dx(α>0),当p>l时收敛，当pWl时发散的结论.

∣591候育收敛

由性质1可知：J：e*dx与J/e*也有相同的敛散性.

而当xNl时，有0We"<e-3且「%-，也=-6-χ『=e-1 ,收敛, 

根据比较判别法知:JJe"dΛ收敛，所以「%4心也收敛.

又匚「& = if√"e")=夕e"L T二e"df = ∣ce2° -#匚=偿-步。,
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由题设可知：萨=仔一为2。，解得c = 2 

^^ (C).

(A)因吧3^ = 1*8 ,不是瑕积分.

(B)因晦xlnx =物毕之物号=智(T) = 0≠8,不是瑕积分.

(C)因呵7^ = 8, χ = O是瑕点.

D因£!收=e/疝，不是瑕积分、

故正确选项为(C).

选项(A) (B)的被积函数/(x)虽然在x = 0无定义，但若补充定义(A)XO) = 1, (B) 

/(0) = 0,则/(x)在［0, 1］连续，因而,(A)(B)均为定积分..

函,(B).
因年χlu2% = O≠8,不是瑕积分， J .

I = ∫θxln2 xdx = i∫θ 1∏2 xd(x2) = →2 ln2x∣θ--∣∫θx2 ∙21nx∙；dx

=-3110媪(-)=-2犬山d+；£炉一改=；/1；=('

故正确选项为(B).

l>-<'经变量代换无界函数的反常积分可以转化为定积分.

回6^⅛ 1-
x = 0是瑕点.

方法一.［浊=ι
万法.Jo*(lnx)2 Jo(lnx)2 lnx∣0

方法二：J⅛F*三片”止以由=-/"
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J^λ<方法二说明经变量代换无界函数的反常积分与无穷限的反常积分可以相互转化 

『5后骨p<l时收敛，ρ21时发散.

χ=α是瑕点.

当p=］时，∫6-^- = ln(x-α)∣^ = ln(⅛-α)- lim ln(x-α) = -h» , ^M.

4 〃
当"1 时'fi⅛=*

+∞i p21

综上，瑕积分［6—^ 当p < I时收敛于更回1，当p》1时发散 

jβ (x-a)p 1-p

Γ>a∏
Lex∙**<此结论经常用到，可作为公式使用.

∣598屋I 0.

k° 是瑕点'J° q7Γk = L7πdx + l ⅛dx∙

其中，『黑二［弓用极=f指也=一£黑",

所以『挣=。-

|599唯国(D).

∏^=fdr^÷Γ⅛^'

因为J;/(力改收敛，所以瑕积分,g∑⅛产改与无穷限积分J:五%dx均收敛.而

当α-l<l,即αv2时,「磨；尸改收敛 

当α + l>L即…时，(五封改收敛
= 0<α<2,故正确选项为(D).

丽宜(D).

(A)因『音改=T『占灾1-，)=一41『=00,发散,所以匚号也也 

发散.

(B)因 Jjsinxdx =思Jjsinxdx =愿卜cosx|：) =雌(l-cosb),而睡ssb 不存在，所 

以J：sin也发散，从而J：sinxdx也发散.
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©因x = 0是瑕点，J：4dx = -』=8,发散，所以£之心也发散 

故正确选项为(D). *

反常积分Cf(x)dx不能视为对称区间上的积分.
(2) r 函教「(力=『工7尸改(r>0),且有ΓO∙+l) = zΓ(r),「(；) = &•
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[^m y.
如图，交点有(0,0),(4,0),(4,2).

方法一：看成X型区域，不用分割.

方法二：看成y型区域，不用分割.

5 = ∫∕4-√)dy = ^4y-∣∕ ∣̂ =8-∣ = y

∣602⅜⅜¾

如图,交点有(-l,0),(0,l),(0,0),(l,l).

将该平面图形看成F型区域.

面积 S = ([√7-(y-l)]dy

602题-图

乌 lf+"=∣-；+1=(

∣603⅛fe¾

如图，交点有(-1,-1),(1,1),(0,0).将第一象限的图形看成X 

型区域，且图形对称，则

S = 2∫θ(x-x3)dx = 2目-iχ4)lo=2⅛-⅛ = ∣∙

1604鹿言∣∙

如图，交点有(2,0),(0,4) •将该平面图形看成X型区域，则

S = ∫θ[(4-x2)-(4-2x)]dx =(χ2 -g") =4~g = g •

604题一图
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^^( 3.

如鼠交煮有Q0LG>0),3√¾∙将该平面图形看成矛 

SEM,

2点、石=6,故a=3,

1∏2

如图，交点有(0J),(230),(2,4).将该平面图形看成X型

区域，跚

S=0NT]
=%2 4儿

也

⅛-1^
∣607喳⅜a 2.

如图，交点有(O,O),(1,O), (252), 

(3,0).

看成X型区域，5 = ∫^[0-(√ -x)]dr+f(∕-x)dx + C(6-2x)dx

^⅛χ2-iχ3l+Sχ3^iχ2))1+c6x^χ2⅛ 4+t+⅛+ι=2-
本题也可以将平面图形看成Z型区域，但是也需要将其分割.

s≡ro嘤

y = x2在点(2,4)处的切线方程为y = 4x-4.此切线与曲线 

y = -Y+4x + l所围的平面图形(如图)交点有(阮4Λ/-4), 

(-^-4√^-4)-

^ = ∫J^[(l+4x-x2)-(4x-4)]dx = ∫^(5-x2)dr

小千)1=[5回叫-[-5石+雪=货•

硕on呼+争

如图，交点有(2、-1).(8,-1)式2,、斤).将平面图形看成y型区域，则

Sκ J*(9")-2] 8 =点7-加=,_#[ = "+20
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本题也可以先计算出曲线/=9-x与直线x = 2所围成的平面图形的面积，其

值为2,√^Gdx=型?，再减去该平面图形的下面部分(面积小的那部分)的面积 

口一二4肘3皿一3=1^, ^s^-}^.^2^.

∣610∣⅜⅛学 ^-1.

如图，交点有(0,0),(：0).将该平面图形看成*型区域，则

S = [ X8S 2xdx =义 J； xd(sin 2x)

∣6lTI^ 2-2e^,.

如图，交点有(-l,e-'),(O,l),(l,eT).

图形看成X型区域，由对称性得

S = 2^dx= 2(-e^"⅛=2(l-e-1).

将第一象限的

611题-图
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⅞⅞¾^1 -(e2-l).

如图.交点有(1,④,(居可(0,0).将该平面图形看成X型 

这域，

S = £ * + f (x - x 历 x)dx =产|； + # |； + J： (-xln x)dx 

=‰1-^∫*lnxd,) = ge? - j(lnx ∙ x21： - J；λx!x] 

= *_*-#  口 = X'T).

咨本题也可以先计算出直线…，直线-与,轴所围成的直角三年形的虫

其值为-∙e-e=-e2:, 
2 2

再减去由曲线y = xlnMlWxWe),直线4 = e与χ轴所围成的曲边

三角形的面积j：xln xdr山31'"，)=3/+1),所以s = !∙一/=一.

如图，交点有偿，学，住，一堂)将该平面图形看成X型区域，分别以x=%q 

为边界将该平面图形分成3部分，则

S = J j (cos x — sin x)dx + ∫tt4 (sin x 一 cos x)dx + ∫⅛ (cos x - sin x)dx 

= (sinx÷cosx)∣j +(-cos%Lsin%)∣j +(sinx+cosx)∣⅛ =4√2 .

⅞⅜^^

如图、交点有(T,1),(1,D∙将该平面图形在第一象限的部 

分看成y型区域，由对称性得

S = 2工(√2-∕ - 6)® = 2£ .2-/ dy-2∫θ √ydy

≡2J；j2-./dy-2∙∣∙^l ∙∙"^°',2∫JVicos∕d(V∑sin/)—^∙
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=2∫j2cos2 t6t~ = 2∫J (1 + cos20dr-∣

尹本题解法较多，可以用上半个圆的面积减去夹在圆与抛物线间的图形面 

积，即S=£-J：(j2-/T2)dx = \-；.也可以考虑把平面图形看成X型区域， 

5 = 2]#* + 2-，27" = j-!.

∣615^¾ |.

如图，交点有(0,0),(2-"≡K,b),(2 + "^,b).

抛物线y = 4x-X2与直线y = b(b>0)所围成的平面图 

形关于x = 2对称，又由抛物线y = 4x-/, y轴和直 

线y = b(Z>>0)所围成的平面图形的面积是仅由抛物线 

y = 4x--及直线y = b所围图形面积的一半，所以矩 

形/050的面积和曲边梯形0CB的面积相等，而矩形 

ZOBZ)的面积为2b,故 

2b=j^(4x-x2)dx = ^2x2 -^χ3 j| =~ > 所以 6 = g.

Γ>⅛ 3 0 3 3
\^^本题是利用矩形ZQ3D的面积和曲边梯形0C5的面积相等而求出b的值，计算 

非常简单.但如果利用两个阴影部分面积相等，即

广五[⅛-(4x-x2)]dx = £^(4x-√ -⅛)dx ,计算量比较大，计算b的值很困难.

ι^im s=鲁 j

如图，交点有(O,O),gg]将阴影部分看成Y型区域，

S=∫02 (√6j-3∕ - λ)Φ = ∫02 Q3-3(l-y)2'- y)∂y = √3∫J』_(1-")2® -「y^y

=∙fjι-(ir)虫-∣∕∣2= ■良1-(15®-|.

令 1 -歹=sin/ ,则√Jjjjl-(l-y)2⑪=⑺犷(-cos20dt

所求面积s=叵+3_2=恒_3

3 8 8 3 4
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声用定积分求平面图形的面积，一般先作出图形的草图，由曲线方程确定出交点 

坐标，这时若把平面图形看成X型区域，则积分的上、下限与交点的横坐标有关；若把 

平面图形看成y型区域，则积分的上、下限与交点的纵坐标有关.

E7B⅛ (1) p = -g,g = 3 ; (2) 5 =符・ 

如图，抛物线与x轴的交点为(0,0),卜；0) 

面积 S =「7(pχ2 + gχ)<jχ = (∙^χ3 + ^犬)，=^y . 

又直线x+y = 5与抛物线相切，设切点为(%,%),则 

⅞+J,o=5 
pxj +倏=% , 

2px0+q = -l

解得%=?'35 + *，? + 4土^ = 5 +上过，化简得 

2p 2。

p=-^Q+q)2.

≡pnc∕∖ / 炉 400 200丁 200f(3-q)
所以s(g)=方=不了才=也不's(g)-F^r∙

令SQ) = 2°y3『)=0(0),得驻点为g = 3.
3Q+q) 3

当0v"3时，S,(g)>O,当9>3时，SQ)<0.故g = 3是S(g) = ：^。的极大值点,

3Q + q)

又是唯一的极值点，所以q = 3, p =一:时，S(q) =。:°°"、Z最大,最大值为s(3) = ^裂. 

近田pg∖).

设点尸坐标为(/,No)，如图，交点有Go Jo)，α，%)，其中K=%∙
S = J：(片-x2)dx + ∫∖x2-^)dx=j^ 一片 +∣ (O≤xo≤l).
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令S（λ0） = 4片-2% =0 ,得驻点％ =；,%=（）•

又s（；）=；, s（o）=g,s（i）q 比较大小，可知阴影 

部分在内=；时，面积最小.所以点P为G，J.

画图 两条公切线方程分别为y = 4x-4,y = 0,面积 

为

设公切线与抛物线y = /的切点为α,*）,则公切线方

程为y-* = 2t(x-t)=>y≈2tx-t2.

设公切线与抛物线y = -x2 +4x-4的切点为(p,-p2 + 4p-4),则公切 

线方程为y + p2 一4p + 4 = (-2p + 4)(x-p)=>y = (-2p + 4)x + p2-4.

∣2t = -2p÷4 , = 0 匕2
l-*=p2 一4 [f = 2 卜=0

则公切线与y = f的切点为(2,4),(0,0),公切线与y = -∕+4x-4的 

切点为(0,T),(2,0),所以有两条公切线，方程为y = 0和y = 4x-4. 

所围图形的面积

5 =J：(皇-砂“(2-万一铝⑪

= (»+『-涧：+2叱+2)巾-(#+"： =2

619题-图

∣620^^^ a = -39b = 59c = 0.

因y = αr2+foc + c过点(0,0)和(1,2),得：c = 0,α + 6 = 2∙
由av0,知y = 0x2+⅛T开口向下；又抛物线y=-/+2% = 1一(%一1)2开口向下，过

点（0,0）和（2,0）,且顶点为（1,1）,而y=凉+hx在% = 1时,

0≤%≤l时，抛物线y = αχ2+⅛χ在y = -%2+2%上方.

设两抛物线的另一个交点为Go,Y+2λ⅛）,代入y = a√+阮 

中，解得%==（a≠-l）（否则两抛物线不能围成平面图 
l + α

形），所围图形（见题620图）面积

$ = J:*" 麻2 +阮一（_%2 + 2x）]dx

=J户麻* +（2-α）x + ∕ -2x]dx = -^p∙.

y = a + b = 2>l,即当

620题-图
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令公== 0 ‘ 解得 α = -3(α = 0 舍去), 

dα 6(1 + a)

即4 =-3是极小值点，又是(-∞,0)内唯一的驻点，所以

a =-3是面积的最小值点，故々 = -3,b=:5,c = 0.

»)•
曲线0 =a856 + 6(6 2α>0)所围平面图形如图.

S = J： ； Qd e =:; j； g cos 6 + bp d 6

d5

cos2 θ + b2 + 2abcosθ)dθ = ^[b2θ + 2absinΘ] ∣ +,J； 1 + 岸2夕

”)•
2

2.
同理，p = α(cos6 + sin6)= p2 =αp(cos^ + sin0)<=> ^χ-~

而

S乌=i∫∕ p2d^ = -∫π4 (αsin^ + αcos^)2d^ 
2% 2 2

(1 + 2sin^cos^)d⅛ = ^α21 β∖^ +∫π4 2sin9dsine

故所求面积S = S4 +6α=三~ +三—^ (π-l)∕
—4—
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如图 S =「y(f)x'(。曲=Jjα(l - cosf)(α(" sin f))'df

=α2∫θπ(l-2∞sr + cos2 0⅛ =a2(t- 2sin∕)∣θπ ÷ 叫：匕^史山

2m2+a2^ f + ；sin2f) =3tuz2 .

^≡ρ侏斗
如图，设点尸的坐标P(x,y) = (8s∕,2sin2f), S = S1+S2,其中 

S] =g— = 8s£sin2£.

S2 = f1 ydx = 2(l-x2)dx =
/ J cos/ Jcosr

5 Tl =? -2cos^ + -cos3^.
3 3

所以 S= ∞s^sin2∕ +—-2cos∕ + -cos3^,从而竺=2sin^-sin3∕, 
3 3 df 624题-图

☆ ^^ = 8sf(2-3sin2f) = 0,得f = arcsin,

大值,

由于丁
d5∣
d% lf=arcsin A

>1,所以当 f = arcsing 时，^
取得最

∣625^^ 32π.
如图,Vy = ∫∖(χ)2dy = gj：4(l + ])功=8π∫θ^l + ^dy 

= 8n(> +引=32π.

久^《∙*fi _凰
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[^^果

平面图形如图，交点有(1,3)和0,1).
⅛⅛-：匕=j[τr(4-x)2 -n(q)]改=]-gπ(4-x)3 + 史

方法二：匕=2π∫j3p(4-y)一C = 2或(4y-∕-3)dy 

=2兀(2/-“3_3y) =y .

画^1 p2π.

如图，Vx

=8n

Vy = 2πjj xe"xdx = 一2冗「° xd(e~x) = -2π(xe"x + e^x)∣^° = 2π.

∣628^a π(l-e^1).

如图，Vy = 2π∫θJ x | e"dx = -2πj°]%e"dx = πe^χ2∣ = π(l-e~l) •

628题-图

或乙=兀・12 .『+ 冗 J； (一 J- In y y ⑦=π ♦ e" + π∫^, (- In y)dy = π(l - e~l), 

迺周4πV.

如图，匕=喳」(2a+庐7)2-(2〃-庐7)2]dx

=8"π J-。④ 2 -炉改-8〃兀.2^- = 4π2α3.

7 z^Jc2+(y-2α)2=d

629题-图
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∣630疑寻，(2-ge)'rt停-；)•

如图，设切点坐标为(%,In%),切线方程为

y-lnx0 =—(x-x0), BPj^ = -x-l + lnx0.

因切线过原点，将x = O,y = O代人上式n%=e,故切点为(e,l). 
切线方程为y = /x.

匕=πlgx) dx-π∫ιe(ln∙x)2^ = →-π[x(Inx)2]∣° + 2『πlnxtk 

=ye-πe+2π[xlnx-x]∣° =π^2-∙∣e^.

或匕= ∕∙π∙P ∙e-『兀(lnx)2dx = ∙^e-兀[Minx)]： +2,τrlnxdx = 7c(2-∣∙e 

Vy = 2π∫J x-xdx - 2π∫jeχlnxdx = -^e2 - 2π^x2 lnx - ^-x2 J| =7t(^^-]∙

∣631鹏且；

所求体积为匕=可；(xe^x)2dx = π∫0w表山也空^方『z2e^,df,

由r-函数知，『&-电 ==⑶=2,所以%=金=夕

∣^m g,2π2+噤

为了求匕，需要知道y = Y-4x + 3与下半圆的大小，因为

J1 - (x- 2)? + x2 -4x + 3 = J1 - (x-2)2 — [1 — (x — 2)2]

=Jl-(x-2)2(1 - √Γ≡^i7) ≥ 0 ,

所以R-4∕ + 3N-Jl-α-2)2 (下半圆)，如图，交点有(1,0)和(3,0)∙
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故匕=J〉Ql-(x-2)2f dx = π∫ι⅛ - (x - 2)2]dx = π^x -1 (x - 2)3 J 

匕=2π∫ι3 xy]∖-(x-2)2dx + 2π∫∖ ∣x2-4x + 3∣dx.

4π 
T

其中,jxjl-(x-2ydx ^≤i ∫'ι(< + 2)-71-r2d∕ = 0 + 2∫'ι71-∕2d∕ = π , 

J：x | x2 - 4x + 31 dx = fx(4x - x2 - 3)dr = ∣,

所以，%=2π2+警.

∣633信『

如图，由于图形关于y轴对称，所以只考察y轴右侧部 

分绕直线y = l旋转所成立体的体积κ，贝∣W = 2%.

选取ye[-l,l]作为积分变量，任取y轴上[%y + (⅜y]u

[-1」对应的小横条，它绕直线y = l旋转的旋转体的体积

微元为d% =2π(l-y)词X，所以

匕=J： 2π(l- y)xdy = 2π∫ ^(l-sin3 £) cos31 d(sin3 f)

=6π∫ξ (l-sin31) cos41 sin21 曲 ^22： 12π∫^ cos41 sin2 tdt

3 1 π 5 3 1 πV3π212π∫J (cos4 ^-cos6 £)& = 12π^ •；
8

则所求体积为％ = 2%=手.

评注J
一^u此处使用了华里士( Wallis)公式

Jo J。 2" 2n-2 4 2 2

Rsi∏2"i 也=∣,2cos2λ+1 欣=2" . &_2 ….2.1 ；「sinMf = j‰osfdf = 1.
J。 Jo 2% + l 2%_[ 3 J。 J。

i^^ (1) Z(l,l);(2)y = * + 1);(3哈脸.

(1)如图，设切点坐标4(%,后)，则过点4的切线方 

程为

"阮=矗—"HA 
求得切线与y轴交点为„),所以

634题。图
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5 =『[京+ §一"卜=[宝+岁一*] =*" 

已知s=《，即A。。)'=3= % =1，故/点坐标为(1,1).

⑵过点/的切线方程为j^ = ∣(x + l).

⑶匕=成[卜+ 1)~五)2卜="[* + 1"*]喋,

lΒ^*-**'U阴影部分面积也可以用梯形4S0C的面积减去曲边三角形4OC的面积来计算.

1635招国(1) α=∣ln2j(2)(l,e-1),S' = 2e-,.

(1) %) = *(尸>*=π∫%-2⅛ 专(1 -e党.

因为T触球)弋既(1-吁=% K(a) = ∣(l-e-2a),由题设得 

](l-e"") = ],解得α = gln2.

⑵设切点为(f,e-)，贝!|切线方程为y -eτ = -eτ(xT)=尸-e% + (/ + l)e-, 

切线与两坐标轴交点分别为(0,(l + 9eT),(l + f,0),从而切线与两坐标轴所围平面图形面积为

5 = ∣(l + Z)2e-,.

S(f) = ；(I-∕)eZS"(f) = ；((f-I)? -2)e-,

令£")= T(l-〃)eT=0,得驻点∕ = 1(∕ = -1 舍去)，而S"(l) = -eT<0.所以当f = l时, 

面积取得极大值，又极值点唯一，所以: = 1时面积最大，故切点为Q,eT),最大面积 

S = 2e'.
|636*(1)冷/；⑵ 16川。2.

(1) Sx = 2兀『。(1 - cos f)扣(1 - cos (A + o： sb? Mf

=8tm2 [2πsin3-dt = -πa2.
" 2 3

⑵ Sy = 2π∫o α(f -sin ∕) Jo? (1 - cos 仔 + a? sin? fdf

=爪2 Jo(' ~ sin f) sin ^ d∕ i=⅛ 16π∕ ∫^1(w-sinwcosw)sin 〃d“ 

=1 6tm2 (£ 〃 sin udu - ∫%in2 ucos "d" )=16π2a2.
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屈圈圜 j(20^-16).

曲线见题637-图，

因pα)=αmy=W=干，代入公式得

g=2心知 j： √2y+4dx = y (20√10 -16).

637题-图座朝 ^(10√10-l).

将_f (x) =(x&y =；石代入公式得

s=jR+[l局*=1：屁费"小0。而-d∙ 
∣639^^ ln(2 + √3).

s = F Jl + (-tanx)2dx = ∫⅛ec xdx = ln∣secx + tanx∣∣3 =1π(2 + λ∕3). 

∣640^^ ln(√2+l).

因为y = tanx,代入公式得

s = Jj Jl + (tan%)2dx = ∫Jsecxdx = In ∣ secx + tanx * = ln(>∕2+l) ∙ 

∣641^^ 2απ2.

因为，。=a"85力y'") = @・抬111£在0</w271:时连续且不同时为零，所以

s =「“^/^^^^^^^?" =『勿产由=4：〉也=2aπ2. 

慰^0 忘(e"-l).

因为，=，与/(9) = e。在0W9Wτt时连续，且都不为零，所以

s = J：Je2、e29 =孤 e'的=√2(eπ^l).

∣643⅛^ l + /ln(& + l).

曲线如图，y/x +-Jy = 1=^y = l + x-2-Jx , y' = l-j=,则

2," +(1)2也

sec3 wd“ .
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X|⅛tsecsκdw = j ^tsecttdtanw =secwtantt∣∖ -∫ζtanwdsecι∕

所以

2√2 - ∫ξ sect/ tan2 udu = 2√2 - ∫^(sec3 u -secw)⅛ ・

[sec%dw
+ J]secαdι∕] = ；(2血 + In ∣ sec» +

= √2+ln(√2 + l).

从而 S = ,√∑+l∏(√i + D)= 1 + 弓ln(3 +1).

∣644^^ 2 + √2+^∣

1 α+v'2)5 I a 
ikb”/.

回霞沁.
如图，依据题意知该旋转体夹在两平行平面y = O,y = l之间，截面面积函数为 

4(y)=沌2 — (1 -√jT∕)]2-π(2一y)2 = 2π[√l^∕ -(1-J^)2].
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则所求体积为

0 = £ 4y)dy = 2π∫θ [√l-∕ - (1 -历勺屯

如图，由于曲线y = 3-∣K-i∣与χ轴围成的封闭图

形关于y轴对称，故所求体积为平面图形OABC绕y = 3旋转的旋转体体积的2倍.

该旋转体夹在两平行平面x = 0,x = 2之间，截面面积函数为 

∕W = π∙32 - π • [3 - (3- μ2 -11)]2 = π(8-x4+2x2),

则所求体积为

V = 2 J： 4(x)dx = 2∫θ π(8 - V + 2炉)dx

=2"卜一白+河卜需•

∣648^^ ^^tanα.

底面椭圆的方程为∣ + ∣ = L由图可知，该楔形体夹在两平行平面Lb与…之

间，用垂直于y轴的平行平面截此楔形体，所得的截面为直角三角形，两直角边长分别

•tana,所以截面面积函数为

^W = -∙a^^∙a^∣∖ana = ■告)tana ,

故楔形体的体积为展J：z。)8 =Ey(1-⅛]tanαdy = ^-⅛tanα.

∣649^^ (1) ；e-lX2)/(5e2-12e + 3)・

⑴画草图，设切点坐标为(Λ⅛,ln%o),切线方程为 

y-ln%o =；(%-%) , BPy = -^-χ-l + l∏x0.

又切线过原点，将% = 0j = 0代入上式=% =e ,则切 

线方程为y」%.

D 的面积为 / = £ (e> -ey)dy = (e> -冬■ J

(2)0绕直线x = e旋转一周所得旋转体夹在两平行平面 649题-图
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y = 0与y = l之间，用垂直于》轴的平行平面截此旋转体，截面面积函数为 

*(y) = ^(e - ey> - π(e -ey)2 = π(e2,y2 + 2ee' - 2e2y - e"),
故 0 = J； ^(>)φ> = πjθ[e2y2 + 2ee> - 2e% - e2y]dy

= πQe2j3 + 2ee> -/_/-；/>) =∙^(5e2 -12e + 3).

∣650^⅛必3；当.

设质点的运动速度为v(f),由题设和牛顿第二定律，有

= (式中质量加= 1).
df

解得 v(0 = v0e^,.由申=⅛e^,,得f = 1∏3.

到此时刻，该质点所经过的路程S = f3v0e-,d∕ = -v0e-,∣θ3 =|v0.

∣651^^ 91500J.

方法一：建立坐标轴如图6-11所示，将抓起污泥的抓斗提升至井口需作功/ = / + 

W1+W3.其中，%是克服抓斗自重所作的功；%是克服缆绳重力作的功；名为提出污 

泥所作的功.由题意知% = 400 x 30 = 12000.

将抓斗由x处提升到x + dx处，克服缆绳重力所作的功为

d% = 50(30 - x)dx ,从而 W2 = ∫θ° 50(30 - x)dx = 22500.

在时间间隔以+前内提升污泥需作功为d% = 3(2000-20∕)⅛ ,将污泥从井底提升至井 

口共需时间型=10 ,所以峪=∫θ°3(2000 -200⅛ = 57000.

因此共需作功W = Wl+W2+W3 = 12000 + 22500 + 57000 = 91500 (J).

方法二：建立坐标轴，将抓起污泥的抓斗提升至井口需作功记为%,当抓斗运动到 

工处时，作用力/(x)包括抓斗的自重400N ,缆绳的重力50(30-x)N,污泥的重力 

2000-∣x∙20N,即

∕(x) = 400 + 50(30 - x) +2000 -争= 3900-孚 x.

克服重力所作的功为

% =『(3900-毕x)dx =(3900x-岁)=91500 (J).

∣652⅜⅛⅜ 2.

建立坐标系，由题652图可知，抛物线方程为y =公，

闸门矩形部分承受的水压力

片=2『’ Pg(h + l-y)dy = 2pg [(〃 + l)y -三 J = pgh2.
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其中P为水的密度，g为重力加速度.

闸门下部承受的水压力P2 = 2j)g(" + l-^)√7⅜ = 4pg (% +白

由题意知互=__产 =),解得" =2,力=-/ (舍去)，故" = 2.
24四(尹正) ：

展肯(1) √l+7+7α (m) ; (2) J^α (m).

(1)设第"次击打后，桩被打进地下%(m),第也次击打时-,气锤所作的功为 

它(" = 1,2,3,…)，由题设，当桩被打进地下的深度为x时，土层对桩的阻力的大小为狂，所以 

%=]：丘氏夸工#,灰=[区*=m考”)老(后一4).

由叫=7%,可得考-/=/,即后=口 +升)5.

7 = Jj⅞xdx = "不;“2)=夕¥ -(l + r)α2],

由 %=川%=产%,可得%；-(1 + 力/=*/,生=成+-+ *a(m).

(2)由归纳法，设乙=Jl + F + ∕+∙∙∙ + ∕* iα ,贝∣J

Wπ+i=∖^^ = ^  ̂= ^-(∖ + r + r^.^

由 Wn^=rWπ= /%_]=…=/协，得 x：+i - (1 + r + 户+…+ r"τ )α2=r"α2,

于是愿巧"

从而 x〃u = >Jl+r+r2 +∙∙∙ + r"a

即若击打次数不限,气锤至多能将桩打进地下任。(m)∙



266 第6章 定积分的应用

如图，建立坐标系，则油罐底面椭圆方程为「■ + (• = 1,图中阴影部分为油面与椭圆所 

围成的图形.

记S∣为下半椭圆面积，则Sx=^mb.

记邑是位于x轴上方阴影部分的面积，则

邑=2自「^心=引W _/与 ^L^b2c0^tdt 

= .ab^  ̂+ ^ab^

于是油的质量为(S] + S2)lp =
^ab + ab[^ + ^lp

∣655^^ (1) ∣π ; (2) 3375gπ.

(1)容器的容积即旋转体体积为两部分之和，即

Z = K + % = "J：(2 歹一∕)4y + π∫2ι (l-∕)dy =

(2)所作的功的微元为

dH7 = πpg(2 - y)(l-y2)dy + πpg(2 - y)(2y - 丁)曲，

所以"=呼喏£ (2 - y)(l-y2 )dy + 兆g J： (2 - y)(2y -∕)dy

=πP^∖↑^ ~^∙yl ~y + 2)® + ∫^(4^-4∕+∕)⅜

= πpg
(⅛44÷<÷k4÷<)=⅞πpg = 33757rg.
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^™0）/⑵ ¾⅛⅞^
4 4（e 一 7）

(l)V = !X-J,由弧长的计算公式得Z的弧长为 

2 2x

、仙+(代卜一J卜+加黑+司斗 
⑵「缶;呼缶*+,卜干•

J】(4 2 J U2 2 2 4 12

由形心的计算公式可得，0的形心的横坐标为

J仔如卜*…5
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∣657⅛⅜a (D).

由微分方程的定义知只有(D)符合要求.

∣658, 2.

该微分方程中未知函数的导数的最高阶数是二阶，由微分方程阶的定义知其阶数是2, 

不要被ST迷惑.

]659⅛^ 1.

该微分方程中虽然没有出现未知函数的导数，但出现了微分d%dx,这是微分方程的另 

一种表达方式.由微分方程阶的定义知其阶数是1.

1660朦a是，特解.

由y = 5f知j√ = 10χ ,从而

xy,-2j = x∙(10x)-2×5x2=10x2-10x2=0 ,

所以y = 5d是微分方程jg/-2y = 0的解.又因为它不含任意常数，所以是特解.

∣661^^¾ j = 2∞sx+3sinx.

由 y = G ∞sx + G sinx知 y' = -C1 sinx + C2 cosx ,从而

yβ = -C1 cos x - C2 sin x = -(Cj cos x + C2 sin x) = -y ,

所以y" + y = 0,即y = Qcosx+C2sinx是微分方程y"+y = 0的解.又由 

y(0) = 2,?'(0) = 3得6=2, C2=3,故所求##为y = 2cosx+3sinx.

∣662^⅛ (C).

由y = ;x2+x + C知y' = x + l , _/ = 1,所以y"-y' = l-(x + l) = -x ,满足微分方程，从 

而y是微分方程的解.选项(C)正确.

微分方程/-j/ = -x是二阶的，其通解中应含有两个独立的任意常数，而特解中不含任 

意常数，故选项(A)、(B)均错误.

1663窿自是，特解，

在y=ta(χy)两端对"求导得V =与艺，整理得3-x)y,-y = 0,再在上式两端对x求

导，得(n+?'-1)y'+("-叨"-：/=0,即

(切-x)∕ + x(∕)2 + χ∕ - 2y' = 0.

故该二元方程所确定的函数是所给微分方程的解.又因为它不含任意常数，所以是 

特解，

∣664⅛a (D),

由可分离变量的微分方程的定义知，只有(D)不是.
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⅜⅞≡! y=6-". c为任慧常数.

广把,放到分母了，于是丢了 y = 0这个根

得所给的微分方程分离变髭得qdy = g-l)dx,两端积分j：4y=j(1-'dx,得 

bφ, = bιNτ + G,整理得

MV-ln∣x] = -x + G =>lng = r+G =』=土尸—=y = ±eGχe-jr.

因!eG是任意非零常数，而y = 0也是微分方程的解，但是在分离变量时丢掉了，所以微 

分方程的通解为y = Crer, C为任意常数.

⅛66^^ ∕ =∣sin2x+C , C为任意常数•

1§所给的微分方程分离变量得/dy = sinxcosΛdx ,两端积分

)歹2型=Jsinxcos/dx = JsinΛdsin% ,

得;/=$in2χ+G,整理得/=}in2x+3G,令c=3q,从而微分方程的通解为

/=^si∏2x + C, c为任意常数.

在本题中,徵分方程的通解写成了隐函数的形式，这也是可以的.

∣S67^a y = l + ex.

将所给的微:分方程分离变量得

两端积分j/ = Jj£dx = J备d(l + e*),得ln∣H = ln∣l + e[ + G,整理得

ln∣H - ln∣l + e[ = G =也[歹 J = G = ~~^ = ±ec^ => y = ±ec* (1+e*),

因土eG是任意非零常数，而y = 0也是微分方程的解，但是在分离变量时丢掉了，所以微 

分方程的通解为y = C(l + ejc), C为任意常数.又由初始条件Vι) = 2得C = l,从而方 

程满足初始条件的特解为y = l + e1.
⅞⅞⅞^ ∕=-2√+l.

将所给的微分方程分离变量得

y(x2 -l)dy = x(y2 + l)dx 白*甘，
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两端积分J舌遮斗若dxngj*^T%lξ得 

∣ln(y2 +1) = ∣ln∣x2 -1| + ^-,

整理得

ln(j2 + l)-ln∣x2 -1∣ = C1 ≠> In j 十 j = G = ^2 十；=±e∙.

令±eG = c ,则该微分方程的通解为∕+l = C(d -1).又由初始条件川a。= 1得C = -2 , 

从而方程满足初始条件的特解为∕+l = -2(x2 -1) = / = 一2公+1

∣669^^ (y-l)e^+ex=l.

将所给的微分方程分离变量得

ydy = -exe~jdx => yoy6y = -ex<k,
两端积分

∫yeydy = -∫exdx =>∫jdej = -∫exdx => yey -jeydy = -^ex∂x ,

^yey ^e^ =-ex + C =>(y-V)ey +ex ≈C.又由初始条件耳方。=1可得C = l,因此方程 

满足初始条件的特解为3-1)，+』=1.

同70^^ y=........... 1......... .
arctanx + l

由题意得? = ' 2-，分离变量得±^4v=--z-dx,两端积分∣*4~4y=f-L∙dx,得 
dx l + χ2 丁》1 + χ2 J∕ J J1 + χ2

-L = arctanx + C = y =............-——-.又因为曲线过点(0,-1),即田厂。=-L带入得

7 arctanx + C ∣

C = l.故所求曲线的方程为,=-----一.
arctanx + 1

加)=广看］同+ 2两边对x求导，可得/3 = /传卜3x)' = 3f(x),

令y = /(x),则上式可写为V =学= 3y,这是一变量可分离的微分方程，分离变量 

得 ^∙4χ = 3dx,两端积分 jL4y = J3dx 得 In例= 3x + G =>P = ±eGe3* ,令 C = ±F,则 

J=∕ω = Ce3x.又由已知得/(0) = 2,代入得C = 2,故所求函数为f(x) = 2e3*.

L一7在本题中，涉及变上限函数，只要被积函数连续就要想到求导，并且找到一初 

始条件求出具体的c值容易被忽视，一般取上下限相等时积分等于零的变量值.
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∣672健寻/(》) = -击.

由条件可得∕(0) = T ,且∕(x) = 2xj"⑴∕'C)d"2j"(∕)∕，⑴d∕ + x-l,

两端求导得

八冷=2j； ∕(t)∕,(i)⅛ + 2xf{x)f∖x) - 2xf(x)f∖x) + l = 2j"("(∕)d∕ +1

=2∫θ∕(O4fω + l = /2(“； +1 = /2(© _ /2(0)+ 1 =广⑴

令y = /(X),得号=/.这是一变量可分离方程，分离变量得务=改，两端积分得 

-∙L=x+c=y=--又∕(0)=-ι,代入可得C=1,从而∕(x)=--!-.
y x + C x + 1

^^^ ∕(x) = e*.

令u=x-f,则

∫^(x-0⅛ = -J： (x - ")∕(")d" = x∫θ f(u)du l ^uf(u)du ,

条件变形为∫θ /(<)d* =可：/(")d" - J： 4(")df + x ,两边分别对x求导得

≠w = lof^du+VW~ VW+1 => f(x) = ∫^f(μ)du+1,……①

两边再分别对x求导得/'(χ) = /(X),令y = /(χ)并整理可得方=改，两端积分得^∖y∖ = 

x+G=y = ±e%'=Ce*.又由①知/(0) = 1,代入可得C = l,因此f(© = e\

画匿 /(X)、告产

令J/2(,)dz = a,由保号性知心0,且/(x) = J"Q)dZ + 2a,两边分别对x求导得 

∕'(x) = /(%)，解导 ∕(x) = Cex.又由SS知 ∕(Q) = 2a, RAM# C = 2a t 从而∕(x) = 2αex, 
因∫y2(∕)⅛ = α ,将∕(0 = 2αe'代人可得

a = ^t∙ 4α2e2,⅛ = 2α2 ∫θ Zde2r = 2α2 ^e2,∣θ- J； e2,d<j

=2d 卜-；e[" = 2『(；e? + ；) = <? (e? +1),

解得。=0 或 α = ?-,所以 /(x) = 0 (舍掉)或/(χ) = J-e".
e'+l e2+l

巴更… ,将函数的表达式回代求出具体的C值是关键，同学们不要忽视.
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|675域学 α = 3.

令y=/(X),则由条件可得y=∙⅛=-这是一变量可分离的微分方程，分离变量 

dr l + √
得两端积分 f'dy= fdx J∙yd(l + %2),得

y 1+/ Jy j l + χz 2∙rl + %

ln∣y∣ = -ln(l + x2) + C1 = ln(l ÷ x2)^ +Cj => In—例丁 = G

2 (1+4

=―Jr = ±eG =>^ = ±ec,(l + x2)2 ,

(1 +丹

令 C = ±eG, My=√(χ) = C(l + χ2K.又已知 ∕(0) = α,代入得 C = α,故函数“%) =

α(l+x2)*.从而

『丑)改=〃『x(l + f)5dx=］『(l + χ2)2d(l + x2)

=努•"+"2产| = ∣(8-l) = y = 7 ,

所以" = 3∙

|676信y=l-sinx-+，C为任意常数.

将原方程化简得

y' = y2 + 2(sinx-l)^ + (sinx-l)2 -cosx = (y + sinx-1)2 一cosx,

令" = y+sinx-l,则"'m/ + cos%,代入上式得"』i?,即黑="2,方程变为变量可分

离的微分方程，分离变量得六改,两端积分6⅛∕ = Jdx,得T = * + Cnu = -六.

将" = y+sin%-l代入上式，得y + sin%-l = -宗，整理可得原微分方程的通解为

"f一金'C为任意常数.

1677骨 2x2∕ln∣M-2檀-Cx2,=ι, c为任意常数.

原方程可改写为切(jςv + l) + f(1 +切+ %2y2)@ = 0.令〃=v，贝］y=Λ, ?= 
dx x ox

代人上式得"(睇 +1) + (1 + " + "2)(%^ 一〃)
=0,整理得
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du "(" + 1) dα
X =----------- r + U => X—  ---------- r ,

dx ∖ + u + u dx 1÷U + M

方程变为变量可分离的微分方程，分离变量得

1+一d. = ldxn(3+3 + l]d〃 = 'dx, 
u3 x ∖tt ul uJ %

两端积分得

-∙^y-l + ln∣"∣ = l∏N + G nbH = ^⅛+^ + G =2"21∏g-2"-2G∕ = L

将" =9代人上式并令C = 2C1可得原微分方程的通解为

2∕y2 ln∣y∣_2xy-C^∕ =1, C 为任意常数.

在上面两题中，做合适的变量代换，将方程化为变量可分离的微分方程，这种 

方法非常巧妙.

∣678^^ (D).

(D)选项中的方程可以化为y = ([ j -?,由齐次方程的定义知只有(D)符合要求.

∣679^^ y = x(l∏W + C)2, C为任意常数.

该方程为齐次微分方程，令"=2，则y = w, ^=w+x-,代人原⅛¾可得 

x αx dx
u + x^- = 14u+u =>x-≈2y∣u , 

ax dx

分离变量得
du 

2√m
；dx,两端积分得

∙7w =ln∣x∣ + C =" = (ln∣M+C)2,

以?代替上式中的"并化简整理，即可得原齐次方程的通解为y = Hln∣H + C)2, C为任意

⅛lt

∣680国 sin^ = ln∣x∣ + C, C为任意常数.

该方程为齐次微分方程，令"=上，则>=m,变="+丹，代人原方程可得 

x dx dx

u+x— =secι∕ + " =>x— =secw, 
dx dr

分离变量得色=业=>cosudw=1(k,两端积分得sin"=ln1M + &以上代替上式中的u, 
sec〃 xx 兀

便可得原齐次方程的通解为sin^ = lnH + C, C为任意常数.
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∣681 X =2x2(lnx + 2∖

原方程可表示为学=立火/+2，这是齐次微分方程，令"=上，则y=w,孝= 

dx xy y x %

u + x-,代入原方程可得

du 1 d〃 1u + x— = - + u => X—=—, 
dx 〃 dx w

分离变量得"d" = 1dx ,两端积分得

→2 =ln∣x∣ + y⅛∙uz ='21n∣x∣ + C,

以2代替上式中的"，整理可得原齐次方程的通解为必=∕(2InN + C).由初始条件

y∣l =2可得C = 4 ,代入可得原微分方程满足初始条件的特解为* =2x2(lnx + 2), 

∣682^^ y = xtan(ln∣x∣).

由题意知? = 1+?+化这是齐次微分方程，令" =2,贝!∣y = w, ⅛ = M+x^, 
dx x % dx dr

代入原方程可得

dw 1 2 d2)" + %——= 1 + " + " =%- = 1 + " , 
dx dx

分离变量可得*=上，两端积分得

1+M2 X ~

arctanw = ln[x∣ + C=>w = tan(ln∣x∣ + C), 

以上代替上式中的"，整理可得原齐次方程的通解为y = xtan(l∏k∣ + C)∙又曲线通过点 

(L0),代人可得C = 0,故所求曲线方程为y = %taπ(lnk∣).

严格地讲，所求曲线方程应是y = xtan(lnx) (e 2 <%<「)，这是由于当 

%e(e 2,e5)时，y = %tan(hι%)才是一条通过(1,0)的连续可微曲线.

田”备
原方程可变形为

√dy = (∕-^)dx = % =匕言

这是齐次微分方程，令"S,则尸川，

^
-
^

X 
+ 虹-

dx
代入原方程可得
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du 2 du 9 w.+ x—= « -u =^χ-≈u2-2uf

分离变量可得

d〃 1 . d〃 1 j 1
-5——- = -dx=>--------- = -<k =>-
〃 -2“ x u(μ-2) x 2

两端积分得

g(lnM-2∣-l∏M∣) = ln∣M+^∙ =>h∣M-2∣-ln∣w∣-lnx2 = C⅛ 

=ln 口 = 4=署= ±∕,=C, 

以上代替上式中的"，并化简整理便可得原齐次方程的通解为

2一2

匕V
厂 y-2x 2xc=hc=尸中

由初始条件y∣z =1可得C = T,代入可得原微分方程满足初始条件的特解为y = 备.

∣684^^ ^ = xe2x+1.

原方程可变形为y = ®=皿二⅛a = 21n2,这是齐次微分方程，令"=2,则y=m, 
dx x xx x

^ = a+x-,代入原方程可得

<k dx

必 1 d〃 〃u + x——= 〃ln〃 =>x—= m(∏im-1)> 
dx dx

分离变量可得 血 =工改,两端积分

〃(ln〃-l) x

f----------- dw= [-dx => [―-—d(lnι∕-l)= f—dx, 
¼(lnι∕-l) J % j 1∏m-1 %

得 ln∣l∏"-l∣=ln∣M + G =ln∣^~^ = G =^~^^ = ±eG =C=>lnN = C⅛+lnκ = eα*, 

以2代替上式中的"，并化简整理便可得原齐次方程的通解为y = no:+l.由初始条件 

m1) = e3可得C = 2 ,代入可得原微分方程满足初始条件的特解为尸xe"L

感用 x+2^=C, C为任意常数.

2叫J
—^^,这有次

l + 2e'

因为方程含有/项，故把X视为y的函数，原方程可变形为空=
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微分方程，令" =±,则x = yu,*Η t∕ + y,,代人原方程可得

d〃 2e"Q-l) d〃 2e"("-l) ,, 2e"+"
ydy l + 2e',『⑪ l + 2eu l + 2e"

分离变量得上M⅛∕=-Xdy,两端积分

〃 + 2e y

J^⅛τd" = -]Lφ, =>∫—^―d(w + 2ew) = -∫-dy , 
J〃 + 2e" Jy J〃 + 2e“

得

hψ + 2e[ = -ln∣y∣ + G =>ln∣Xw + 2eu)∣ = C1 =>y(" + 2e") = ±eG =c ,

以]代替上式中的"，并化雌理便可得原齐次方程的通解为x+2户方=C, C为任意常数 

∣⅞⅞^ sin3- = cv2, C为任意常数.
y

因为方程含有sin,8s±项，故把%视为y的函数，原方程可变形为 

y y

2ysin-+3xcos- λ
dx y y 2a x x——=------- - -----------—= -tan-÷-,
尸 3ycos- J J

这是齐次微分方程，令" J,则X = w,半= 〃+p半，代入原方程可得

dw 2, dw 2u+y— =—tan 〃 + 〃 = y— =—tanw , 
dy 3 dy 3

分离变量得—cot udu = -—dy ,两端积分得 
2 y

∣^ln∣sinw∣ = ln∣,y∣ + G .ιn .sm — = G = sin' u = ±ec,^ = sin3 u = ±e2c,,y2 = Cy2 ,

以-代替上式中的"，可得原齐次方程的通解为sin3- = Q2, C为任意常数. 
y y

∣687^^ y = Ce*, C为任意常数.

该方程为一阶线性齐次方程且P(x) = 2% ,从而可得原方程的通解为

y = q-"")。= ce+血=cE , c为任意常数.

∣688y≈------ •
1----- cosx

将原方程变形可得% tan". ' = 0,为一阶线性齐次方程且p(χ) = -tanx,从而可得原
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方程的通解为

y = Ce-')dl =cJ*anxdl= Ce-tacosx=_C_^

又由初始条件y∣χm = 1可得C = 1,从而原方程满足初始条件的特解为7 =白.

1689喇(C).

(C)选项中的方程可以化为V + (x-eχ)y = X2,由一阶线性微分方程的定义知只有(C)符 

合要求.

∣690^a y = Ce*+2, C为任意常数.

该方程为一阶线性非齐次微分方程，且P(x) = 2x, 0Q) = 4x,从而可得原方程的通 

解为

y = e^^"">dx (j Q(x)Jp°)dxdx + C^ = e+*dx (J 4x J^&dx+C)

=e* (J 4x∕ dx+cj = 1R] e' dx2 + C)

=e*(2e? +c) = 2 + Ce" , C为任意常数.

∣691^^ j = e^sinx(x + C), C 为任意常数.

该方程为一阶线性非齐次微分方程，且P(x) = cosx, Q(x) = eτinx,从而可得原方程的 

通解为

,=e-pω<bQ Q(x^PMdxdx+C)= e-Jc°s 皿(J 尸山“ J005"*+C)

=e-sbx(∫ e-sinxesinxdx + C) = e"必工(x + q, C 为任意常数・

∣692^⅛ γ = (x + l)(e1+l).

原方程可变形为变-上= e%x+l),为一阶线性微分方程，且P(x)=-J∙r, 
dx x+1 X+1

Q(x) = e*(x+1),从而可得原方程的通解为

= e1≡α叫JeX(x + l)e-%+⅜x + C) =(x + l)(JeX(k+C)= (x+l)(e*+ 6 ,

又由初始条件y(0) = 2得C = l,所以要求的特解为y = (x+l)⑥+1)∙

{^^ y = e-mx(xlnx-x+l),

原方程可变形为/+ ycosx = e~sin*lnx ,为一阶线性微分方程，且 P(x) = cosx ,

0(%) = e-血nx ln% ,从而可得原方程的通解为



2花第7章微分方程

尸 ^dx (jQ(χ)Jzwda+c) = e-Jc 伊一而* ]nx^cosxdxdx + C)

= e-stax(∫lnxdx + c) =e-stol^lnx-∫Λ∙idx + cJ =

又由初始条件y(l) = O得C = l,所以要求的特解为j 

|694陶 x = !/+Q3, C为任意常数.

将x看做y的函数，则原方程可变形为出-2/ 
④y

P(y)=--, Q(y)=-?,从而可得原方程的通解为 

y 2
V(]Wdy + c)=冲一产 

= K[j 卜号卜+ c)=K∣⅛ + cH∕+fy

L***"'i本题如果将y看成"的函数，则方程化为更 

dx 

微分方程，也不是变量可分离方程，更不是齐次方程， 

这也是我们求解微分方程的常用思路.

≡e^smx(xliix-x + C)>

= e-"inγ%lnx-% + l),

=-?，为一阶线性微分方程，且 
2

dy + cj

,C为任意常数.

=3于，这个方程不是一阶线性 

6x-√

不便求解，于是将X看成?的函数.

鹿％ x = j(lφ∣ + C), C为任意常数.

将X看成7 的函数，则原方程可变形为出+2χ=± 
Λy y y

P(y)=2, 0S)=g,从而可得原方程的通解为

x = ^^Q(y^^^

=j] j'""+°) =}(回M+c) ‘ c为任意常数.

|696嘴回 y = √x.

将"看成y的函数，则原方程可变形为电+ L* = 3y 
⑪y

Pb) = ], O(y) = 3y,从而可得原方程的通解为

,为一阶线性微分方程，且

,为一阶线性微分方程，且
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x = e-"°%jQ(y)eP≡⅛ + c) =e才[j3je 即⅜+c

=?何■贝y+c) =q(y3+c)=/+余

又由初始条件y∣mi = 1得C = 0 ,所以要求的特解为x = y』= E

∣697唯⅛a x = CV-y-l, C为任意常数.

方法一：将X看成y的函数，则原方程可变形为半-x = y,为一阶线性微分方程，且

p&)=-1，QM=y,从而可得原方程的通解为

X = #U)d[j0&)JPS，y + c) = e叫 J』■% + c)

=∕ (Jy ∙ eydy + c) = e> (-∫Jjde^ + C)= e> (-yeΓj, + ∫e^j,dy + C)

=e>(-^e^j,-ey +C^=ce-y-∖, C为任意常数.

方法二：做变量替换，令x + y = "，则y = "-x, ?=半-1,代入原方程得 

dx dx
dw 1 1 d" " + 1
/T =『乐=

分离变量得-^-dw = dx^fl-—= dx ,两端积分得

" + 1 I M + l?
〃-ln∣" + l∣ = x + G =>1∏∣w + 1∣ = m-x-C1 =>u + l = ±e-c^eM~x = Cew~x ,

将" = x+y代入上式，整理可得原方程的通解为x = Ce)-7-1, C为任意常数.

屈育 /斗2^ = c, C为任意常数.

方法一：将x看成y的函数，则原方程可变形为半+ Lx = 7,为一阶线性微分方程，且 

y
PS)=!，03)=t,从而可得原方程的通解为 

y
"力叫阮)尸叫iy + cj=e快 ∣4e%y + G

整理可得2xy + y2=2Cl=C , C为任意常数.

2
方法二：原方程可变形为? = --2_=一」一,该方程为齐次微分方程，令"=上.则 

dx χ+y 1+Z χ

y≈χu, ,代入原方程可得
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分离变量得 = --dx,两边积分得
√÷2m x

^ln∣w2 +2w∣ = -ln∣x∣ + C1 n (u2 +2ujx2 =±6?“ =C ,

以(代替上式中的"，整理可得原方程的通解为/+.2xy = C, C为任意常数.

上面两个例题均给出了两种解法，将同一微分方程化成了两种不同的类型.这 

提示我们做题的时候一定要灵活.

∣699^^ y = sinx + 8sx.

由;®⅛可得曲= secx-ytanx=＞型+ ytanx = secx ,为一β^性微分⅛S,且P(%) = tan%,

0(x) = secx,从而可得原方程的通解为

=elncosx Qsec xelnsecxdx+C)= cos x(∫ sec2 xdx+C) =cos x(tan x + Q = sinx + Ccosx,

又J=∕(x)过(0,1)点，即y∣x=0=l,代入可得C = l,从而该曲线方程为y = sinx+cosx.

∣70D^^ f(x) = -2e2 ÷2.

对条件中的等式两边分别对)求导得/'(%) =犷a)-2% ,令y=T*(x)并整理可得 

也-9 = -2x,为一阶线性微分方程，且尸(x) = T, 0(x) = -2x,从而可得原方程的通解为 

QX

尸”®*k00(x)JPα)d⅛ + c) =e 陲(j-2xe-Mdx + c)

又由题意知/(0) = 0,代人可得C = -2,因此∕α) = -2e2 + 2,

∣701 言 ∕(x) = -^^

令“XT,则JJ7(xτ)df = -C∕(α)d" = JJ(")d“，则条件变形为 

J：—= ——-J∕(∕)M + e7-l,
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两边分别对x求导得

∕(x) =「/«)&+ 犷")-力(x)-e^^* = •/'(*) = ］：”)&-e~* , ∙∙∙(D 

两边再分别对x求导得/'(x) = /α) + e-* ,令y = /(x)并整理可得学-y =L，为一阶 

线性微分方程，且P(X) = -1, 0(X) = e-Χ,从而可得原方程的通解为

y = e-JPα)dl(j0(x)JPα)*dx + c)=e 拉(je-xe—^dx + c)

=ex Q e-xe^xdx + C)= e* ^―^e^2x + C)= Ce* -彳，

又由①知∕(0) = -l,代入可得C = -；,因此∕(x) = -ge'-^ = -亡f.

∣702言 y = →5 + C1x3+C2x2+C3x + C4, C1, C2, Q，C4 为任意常数.

对所给方程连续积分四次，可得

jm = ∫xdx = ^x2 +Q,,

y" = j(gχ2 + G')曲=%3 +C；x+G，

y' = j(±χ3 + G~+G)dx =圭 x" + ^∙χ2 + Gχ+Cy

y = j［圭—+ ,yχ2 + C2χ+c^dχ=-^x5+ ^-x3 +^-x2 +c3x+c4

=击 d+Gχ3 + C2χ2 + C3χ+C4, C1, Cv G，C4 为任意常数.

|703再 y = l-^+ ∣cos2x + Qx2 + C2x + C3, Cv Cv C3 为任意常数.

对所给方程连续积分三次，可得

y" = J(e" +sin2x)dx = ∙∣elt -gcos2x + G

/ = (g/K -gcos2x + G)dx = ^e" -^-sin2x+C(x+C2>

y = ∫^e3x -；sin2x+Gx + G)dx= /e" +^cos2x + ^-x2 + C2x + Cy

= ^x+ ∣∞s2x + C1x2 + C2x + Cv C1, C2, G 为任意常数.

∣704^a ^ = xex-3ejt+C1x2+C2x + C3 , C1, C?, C3 为任意常数.

对所给方程连续积分三次，可得
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^*^∫xe⅛⅛=∫λdex ⅛xex -∫e⅛≡=xe* -ex +C,∕,

y& J(泯*~e* +Cl,jdx=xei-e*-ejt + C^x+C2 = xex -2ex + C/x+C2,

y=J.-2e*+G'x+G)dx = jce*-e*-2e* + ^jt2+Gχ+G

= xe2t-3ex+qx5 + C2⅛+Cjs C1, Cv C3 为任意常数.

∣705E^ y = xarctaπx-∣ln(l + x2) + ςx+C5, G和C?为任意常数.

对所给方程连续积分两次，可得

yτ = ∫ 丁1 2 dx = arctan x+G，

y=J (arctan κ 斗 G) dx = x arctan x- ∫ j x 2 dx+Clx

xarctanx- T⅛⅛dQ+')+Gχ

=xarctanx -^ln(l + x2) + C1x+C2 , G 和 G 为任意常数.

对所给方程两边积分得

yn = ^^∂x≈^,x + Cγ,

将初始条件/U=0代入可得Ci=~, ^y" = ^^.两边积分得

小伊卡卜=/小+6，

将初始条件川z = 0代入可得C2=^-,故V = %2χ -]x + 9.两边积分得 

尸1(六-" + 5卜# -%+ ； + C3，

将初始条件Hi = 0代入可得G = ，故V = %x -W# +《X -《.

8 8 4 4 8

∣707⅜^ ^ = ∣x3+∣x + 1.

对所给方程_/ = %两边连续积分两次，可得

∕≈∫xdr = ~x2+Cp

y = (# + Cj 卜='J + g% + C2，



第7章微分方程 283

又曲线经过点(0,1),即y∣R0 = l,曲线在点(0,1)处与直线y=]+i相切，即川,句=；, 

代入可得G=g, C2=lt故所求的曲线方程为y = "d+；x + l.

∣7Q8*∣ y=-J-χ+Ge*+C2, G和c?为任意常数.

令V = p,则yt = p∖则原方程变为p, = p+χn/-p = x,为一阶线性微分方程，且 

户(X)=-1，Q^=*,从而可得该方程的通解为

p =「"""(j 2(x)e∫pwdxdx + G ) = Jdx (jxe-J"dx + G )

=ex (∫ xe^xdx+C1) =ex(-∫xde'1 + G) = e[-xe-" + Je~∙t 改+G)

=ex (-xe^x-e-jt+C1) = Cle1-x-l,

对y = GeΧ-x-l两端积分，得原方程的通解为

y=-~x+Clex+C2, G和C2为任意常数.

∣709^^^ y = In ∣cos(-x + G )∣ + C? , G 和。2 为任意常数.

令y = p ,贝|J / =尸‘，则原方程变为

y+p2+i=o=>^=-(/?2+i),

为一阶变量可分离方程.分离变量得  T- = -dx,两端积分可得该方程的通解为

arctanp = τ + G= P = ta∏(-x+C1),
对V = tan(-x+G)两端积分，得原方程的通解为y = ln∣c0s(-x+G)∣ + C2, G和G为任意 

血.

∣71O* y=-*+G, G和C2为任意常数.

令V=P ,则/ =/,则原方程变为

R + 3p = 0=>x* = -3p,

为一阶变量可分离方程.分离变量得包=一3改，两端积分可得该方程的通解为 

p %

ln∣p∣ = -31∏k∣ + G' => P%3 = ±eG = G = P =与,

对y=∙⅞两端积分，得原方程的通解为y=-g+c2, G和G为任意常数. 

x

∣71lE≡ y = -∣ln∣2x+l∣.
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令y = p,则y" = p，，则原方程变为p-2p2=0=>^ = 2p2,为一阶变量可分离方程. 

分离变量得g = 2改，两端积分可得该方程的通解为

---=2x+C∣ y' — p=—-——, p 1 ' 2 2x + G

将初始条件川ao=-1代入可得G =1，对，=-五、两端积分得P=-：山口+11 +C2, 

将初始条件y∣4θ=O代入可得G=O,因此，原方程满足初始条件的特解为 

^=-∣in∣2χ+ι∣∙

∣712^^ y = √+3x + l.

令y' = P,则y" = p',则原方程变为(1+加 =2中09券，

为一阶变量可分离方程.分离变量得电=当改，两端积分可得该方程的通解为 

p l + √

ta∣j9∣ = ln(l + x2) + C1, =>y = p = C1(l + x2),

将初始条件y'∣x=o=3代入可得G=3,对y' = 3(l + x2)两端积分得歹 = x3+3χ + q2,将初 

始条件y∣1=0=l代入可得G=l，因此，原方程满足初始条件的特解为y = -+3x+l.

∣713^^ √=C1x+C2, G 和e2为任意常数.

令y，= p,贝Ij/ = ? = ?・? = p里，原方程变为/? + 2p2=0,为一阶变量可分离

方程.分离变量得出=-2®,两端积分可得该方程的通解为 

p y
ln∣jp∣ = -21n∣^∣ + C0 =>py2 = ±ec° =C^ =>p = ^-,

对%务分离变量，得y® = G%，两端积分得原方程的通解为

“3 = g& + C^yi≈ Clx + C2, G 和 C2 为任意常数.

∣714E y = y∕m.

令>' = P,则∕ = 2 = W∙竺=p｝原方程变为#? + p2=o,得俘= -p.分离 

ox dy ox qy qy ⑪

变量得电=-亚，两端积分可得该方程的通解为y = p = 6,将初始条件y∣χ=o=l, 
p y y

川Α。=；代入可得G=!,对学=」-分离变量得ydy = l*,两端积分得/=x + C2,将
2 2 dx 2y 2

初始条件y∣xs0=l代入可得C2=l,因此，原方程满足初始条件的特解为∕=x + ι =

7 = J%+l ・
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WB ς∕-ι=(c1χ+c2)2, g 和G为任意常数.

令V = p, “ = , = ?.? = ?w,则原方程变为y3p*-i = 0.分离变量得

p^ = 4®,两端积分可得该方程的通解为

sgn(y)T⅛y2-l = ±(C1x + C2) => C1∕ -1 = (Qx + C2)2 , G 和 G 为任意常数•

sgn代表符号函数，其表达式为sgn(x) = ∙jθ, x = 0.

令V = P, / =包=生？ = p学，则原方程变为p, + p2=l.分离变量得 

瓷r(⅛ = 8,两端积分，整理可得该方程的通解为p2=l-Ge^2',将初始条件 

Vao = 0 , Wχ=。 = 0代入可得G = 1,故P =苗=±/1e,分离变量得

= ±dx=> ±dx,

两端积分得ln(N+值二i) = ±x + Cz,将初始条件儿=。=0代入可得G=0,因此，原 

方程满足初始条件的特解为

ln(e>, + 依-1) = 士工 n e，=，* * ^ y =『；3t _

∣717⅛⅜¾ (B).

因迎二= tanX美常数，故sioχ与cosx线性无关.注意(C)中sin2x = 2sinxcosx ,故其

与sinxcosx为线性相关的.

1718春a (D).

(A)和(B)选项中的两组函数显然线性相关，(C)和(D)选项中的两组函数线性无关，故 

只需验证/与/是否为方程的解.

因(公)'=2",卜2y=2,代入方程(x-l>2-x∙2x + √i*o,故公不是方程的解•而
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(『)"=(『)'=『・，代人方程“-l)e>τb + e* =0,故e，髭方程的解.

∣719^¾ (C).

由方程∕+Mx)y = /(X)的通解结构为齐次方程的通解加上非齐次方程的特解，知其通解 

为y=%(χ)+G>2(χ),令G=-c,故(C)选项正确.

∣720t^ (D).

因条件中的方程是一阶的，而(C)选项中含有两个任意常数，故首先排除(C).又由于 

功(X)与为任)都可能是原方程的零解，故(A)和(B)选项也不对.因%(x)与%(x)是 

方程y' + p(x)y = O的两个不同的解，所以m(x)-j⅛(x)为该方程的一个非零解，从而 

:=CQ⅞(x)f(x))是该方程的通解.

»21 号(C).

由定理知y=g工(x)+g人(χ)是该方程通解的充分必要条件是工(χ)与人(X)线性无关， 

即倏法常数，从而

?工@)力(χ)M(W(χ) ≠ 0 •
|722^^通解为y=g85" +e2 5111"，G和e2为任意常数.

因为K=-αsinαx, X = -α2cosαx ,代人方程可得

y" + a2y= -a2 cosax +a2 cosax = 0 ,

所以M =cos0r是方程y"+α与=0的解.

又%="cos0x,*=-。其也"，代入方程可得?"+a2,=一上山"+02S也"=0 , 

所以及=5也"是方程y"+。与=0的解.

又及= cotgx不是常数，所以m =cosax与及=siu中线性无关，从而该方程的通解为

y=C1cosax+C2sinax , G 和 cz 为任意常数.

⅞⅞≡3要证y = C6 + C2e2* + ∖e5*是方程∕-3y' + 2y=e5x的通解，需要证明： 

(1)式=^/是该方程的特解；⑵m =eχ ,及=e2"是对应齐次方程的解；⑶m =炉与 

%=e2x线性无关.

【证明】(1)(/)；甘，(/)"常卢，代人方程可得

yf+ 2> 噂 e 5X-#+# =/，
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所以/= ^e5"是该方程的特解.

⑵M=W = e',代入方程可得∕-3∕ + 2j=ex-3ex+2ex=0,所以％=『是对应齐次 

方程的解.

%=2e2x, y* = 4e2x,代入方程可得 ∕-3∕+2^= 4e2i -6e2x +2e2x =0 ,所以 ％=e2* 

是对应齐次方程的解.

(3)又及=e-、不是常数，所以m = eΧ与乃=e2Χ线性无关.

由⑵和⑶可得Ge" + C2e2x是对应齐次方程的通解，从而

y = Cxe +Cιex +^x ( G和G为任意常数)是方程∕-3y + 2y = e5χ的通解.

∣724t¾¾⅛l 将y = 2C17i + (C2-Cl)y2 +(1-C,-C?)%整理可得

y = Ci(2yl-y2-y3)+C2(y2 -y3)+y3, 

要证其是方程yr + p(x)V + g(x)y = f(x)的通解，需要证明：⑴为是该方程的特解； 

⑵2m-j⅛-%,女-为是对应齐次方程的解；⑶2m-及-为与y2-以3线性无关 其 

中(1)和(3)显然成立，现证明(2)如下.

因为为(X),%α)，为⑴是方程/+Mx)y'+g(X)y=/(χ)的三个线性无关的解，故 

Η-y2，m-y3，力-y3均是对应齐次方程的解，从而2%一力一/3 = (m一?2) 

+5 -%)也是对应齐次方程的解.

由(2)和(3)可得，G(2?l -女-乃)+C282 -%)对应齐次方程的通解，从而

y=G (2% -及-%)+。2 5 -为)+y-i
=2qy1 +(c2 -C1v2 +(1-C1 -C2)y3 (G和G为任意常数)

是方程 ∕+p(x)y'+q(χ)y = f(x)的通解.

『25戚斐I (O.

该微分方程的特征方程为户+2r = 0,解之得zi=0,u=-2为两个互异的实根，故方程的 

通解为y = G + C2elx ,令G = C2 = 1可得y=1 + e-2、为一特解.

L*-<'本题也可把选项代入方程验证是否满足方程来判断是否为特解.

∣726^^ (B).

由通解的形式知4=6,乃=-8是所求微分方程的特征方程的根，故特征方程为 

(r-6)(r + 8) = r2+2r-48 = 0, M^J^∑^^^^ y" + 2∕-48y = 0.
∣727∣⅛ (D).

由特解的形式知原微分方程的特征方程对应的特征根为共趣复根心=2±3i,故特征 

方程为(r-2)2 =一9 =/-令+ 13 = 0 ,从而对应的二阶常系数齐次线性微分方程为 

∕-4∕ + 13y = 0.
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1728匿可 p = -4, q = 4.
由特解的形式知，原微分方程的特征方程对应的特征根为两个相等的实根4=弓=2,故 

特征方程为6-2)2 = 0=>r2 -4r + 4 = 0 ,因此p = -4,g = 4.

∣729博 y = qe-x+C2e^x, G和e2为任意常数.

该微分方程的特征方程为-+5r + 4 = 0,解之得"=-1, ∕j=-4,为两个互异的实根, 

故所求通解为y = Ge-' + C2e^1, G和G为任意常数.

∣730^^ y = 6e~x-4e^3t.

该微分方程的特征方程为户+4r+3 = 0,解之得"=-1,马=-3,为两个互异的实根，

故所求通解为y = GeT + Ge-3",从而y=-0?卢χ-SGe'。将初始条件y∣ao=2,

A=o=6代入可得日+鼻；2解咪： 

[―C1 - 3C2 = 6 [C2 = -4
故所求特解为y = 6e-x-4e-3。

∣731* y = (G+C2x)e%, G和C2为任意常数.

该微分方程的特征方程为4户-i2r + 9 = 0, BP(2r-3)2=0,解之得4=乃=3，为两个 

3 2

相等的实根，故所求通解为y=(G+G*)e/，G和G为任意常数.

∣732酷封 s = (2 + f)e-,.

该微分方程的特征方程为户+2,+ 1 = 0,解之得点=o=-l为两个相等的实根，故所求 

通解为 s = (G + C20e',,从而 s' = (-G + G -Gob •将初始条件 s∣,=o = 2 , /|/=0 = -1 

代入可得解得故所求特解为s = (2 + f)e-'.
[-q+c2=-i [g=i

∣733^≡ j = e-4x(ςcosx + C2sinx), G 和 G为任意常数.

该微分方程的特征方程为户+8r +17 = 0,即(r + 4)2=-l,解之得匕=-4±i,为一对 

共粗复根，且α = T, A = l，故所求通解为y = e^4%Gcosx + C2sinx), G和C2为任意

常数.

∣734^^l y = e-"(cos2x+2sin2x).

该微分方程的特征方程为户+10r +29 = 0,即(r + 5)2=-4,解之得zi,2=-5±2i,为一

对共枢复根，且α=-5, α = 2,故所求通解为y = e3(Gcos2x + C2sin2x),从而

∕ = e-^[(-5C1 +2C2)cos2x+(-2C1 -5C2)sin2x)].

将初始条件y∣E,=l,儿=。=-1代人可得解得故所求特解
+ 2C2 = T [5 = 2

为y = efjc(cos2% + 2sin2Λr).

衣倍留 y=(Cl+C2x^~x + C3ex, C∣, C?, G 为任意常数.

该微分方程的特征方程为/+/≈fT = o,即(/∙+i)2(r-i) = 0,解之得"=0=-1, 

4=1,故所求通解为y = (q+C2x)e-* + Ge*, G，G，G为任意常数.
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[^^ y = C1e-χ + Ci^ + C3 cosx + C4 sinx , C1, Cv C3,C4 为任意常数.

该微分方程的特征方程为/-/-户-r-2 = 0,即(fl)(r-2)(程+1) = 0,解之得 

f∖ =-l,^ = 2,04 = ±f，故所求通解为

y = C1e^x + C^ + C3 cosx + C4sinx , Cl, C2, G&4 为任意常数・ 

∣737∣^^ ∕(x) = cosx + sinx.

由r(x)=/(5-x)两边对Χ求导得

rω=-r C 一。=一∕(^-[^-^]=-∕ω = rω+/(*)=0,
这是一个二阶常系数齐次线性微分方程，其特征方程为户+1=0,解得七=±?,为 

一对共轲复根，且α = 0,α=1,故所求通解为/(x) = Gc0sx + C2sinx,从而/'(x) = 

-C⅛sinx+C2∞sx.将初始条件∕(0) = ∕'(0) = l代入可得G=G=1,故∕(x) = 8sx+sinx.

1738匿a /(x) = e\
方程f"(x) + f'Q)-2/(x) = 0的特征方程为户+r-2 = 0,解得彳=1,玄=-2为两个互 

异实根，故 /(x) = Ge5t+C2e-2x,从而/3 = G『-2纭.2", /'(x) = Ge*+4C2e-2x, 

代入rr(x)+∕(x) = 2e*可得2Ge*+5C2ed=2e*,从而G=l, C2=O,因此∕(x) = e∖

,739由 ∕=→∣x∙

该微分方程对应齐次方程的的特征方程为--4r + 3 = 0,解之得今=1, τ⅛=3.又 

/(x) = x毛次多项式，且0不是特征彼的根，所以设特解y*=αo+a∕,从而(/)'=/， 

(/)" = 0,代入方程得4¾+3(αo+α1x) = x,比较两端的系数，得%-4为=0,解得 

% =, %=g.从而原方程的一个特解为K=《 + gx.

∣740E y = ^-；x+GeT + C2eS, G和G为任意常数.

该微分方程的特征方程为/+5r + 4 = 0,解之得zi=T,"=-4,为两个互异的实根, 

故对应齐次方程的通解为Y = Ge-" + C2e-4".

又/(x) = 3-2x是一次多项式，且0不是特征方程的根，所以设特解y*=%+%x,从 

而(/)'=%，(∕)" = 0,代入方程得5α1+4(%+α1x) = 3-2x,比较两端的系数，得 

{¼=-2 =3,解之得为=弓，可=-；•从而原方程的一个特解为'*=弓-；x-所以 

原方程的通解为y = y* + y = ∙^-/+GeT + C2e4t, G和C2为任意常数.

∣74i^ y=l,xΛ^ +1√ +c1+c2e^^x, g 和G为任意常数.
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该微分方程的特征方程为2户+5, = 0,解之得彳=0,屁=-(,为两个互异的实根，故 

对应齐次方程的通解为y=g + c^x.

又/(x) = 5f-2x-l是二次多项式，且0是特征方程的单根，所以设特解 

£ = x& +α1x + α2x2) » 从而(j*), = α0 + 2axx + 3a1xλ , (y*)' = 2% + βa2x ,代入方程得 

2(2为 + 6α2尤)+ 5(α° + 2g∕ + 3α2χ2) = 5χ2-2x-l,

15"2=5
比较两端的系数，得10α]+12α2=-2,解之得/=工，a1=--, a2=-.从而原方程的 

500 +4α1 =-1 ~ "

一个特解为工X-3x2+gχ3.所以原方程的通解为

25 5 3
y=√+r=^χ-∣χ2+p+c1+ C2e÷, q和G为任意常数.

∣742^^ y = x + 2-xex.

由通解的形式知方程的特征根为h=4=1,故特征方程为(-1)2 =户-2,+ 1 = 0,从而 

α = -2,b = l.

又f(x)="是一次多项式，且0不是特征方程的根，所以设特解/=%+%%,从而 

(/)' = %，(/)" = 0,代入方程得-2o1+α。+%x = x,比较两端的系数，得卜。-2%=0,

解之得%=2,q=L从而原方程的一个特解为y*=x + 2.所以原方程的通解为

y = x+2 +(C1 + C2x)e^,且 y' = l +(C1 + C2 + C2x)ex ,

将初始条件y(0)=2,y'(0)=0代入可得?+?=： 解之得G=0, C2=-l.从而 

要求的特解为y=x+2τe' I 1 2

[743鳄 Q).

利用微分方程解的叠加性，分别求出y"-5/ + 6y = 3x-^y"-5y,+6y = 2e"的特解y；(x) 

与汇⑺，则M*(x) +j√(x)即为所求微分方程的特解.

又该微分方程对应的特征方程户-5r + 6 = 0,解得々=2,爻=3.又/(x) = 3x是一次 

多项式，且0不是特征方程的根，所以设特解y；(x) = 以 + b; LQ) = e2χ,且2是特征 

方程的单根，所以设特解j√(x) = cxe2",从而原方程的特解形式为j√(x)+j√(x)=0x + 

⅛ + cre2x.

胸肯 y = e2χ弓x2 -x) +Ge" + Ge2*, C1和C2为任意常数.

该微分方程的特征方程为--3r+ 2 = 0,解得zi=l,登=2,为两个互异的实根，故对应 

齐次方程的通解为Y = C]eX+C2e2x.又/⑴=出χ，且2是特征方程的单根，所以设特 

解；/ = ©2* (%% + %—),从而
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(y*)' = %e2* + 2(% + α1)xe2x + la^^x， 

(y*)" = (4% + 2α1 )e2* + 4(% + 2巧)xe2x + 4α1x2e2x ,
代入方程并整理得%+2α]+2α1x = x,比较两端的系数，得]；；：：=°，解得 

¾=-l,Λι=∣∙从而原方程的一个特解为/=c2λ(# 一，因此可得原方程的通解为

y = y* + Y = e2*(；/ _χ) +c£ + c^ , g 和C)为任意常数.

∣745^^ β = l, b = -2, c = 6, d = 2.

因y = 6品+2炉+f砂，由解的性质和结构知Μ =e^,女=e"是对应的齐次方程的两 

个线性无关的解，y.=/eΧ是非齐次方程的解.于是， + aj? +勿=0的两个特征根分别为 

彳=-2,丐=1,从而特征方程为(r + 2)(r-l) = *+-2 = 0,故α = l, ⅛ = -2.又；∕=x⅛e 

是原方程的解，且0*)，= -砂+2叔，(y*)" = Λ⅛+4xe，+2eΧ,代入原方程并整理有 

(6x + 2)ex = (cx+d)e",故c = 6, d = 2.

本题也可将y代入方程利用待定系数法求解.

际言 y"-y'-2y = (l-2x)ex.

由解的性质和结构知%-为=e2"-e-" , yi -y3 =e-x, 5-J⅛) + (%-为)=/都是相 

应齐次方程的解，y∣-e2"=xex是该非齐次方程的一个解.由e-和e2"是对应的齐次 

方程的两个线性无关的解知彳=-1,马=2是特征方程的两个特征根，从而特征方程为 

(r + l)(r-2) = r2-r-2 = 0,故对应的齐次方程为y"-y'-2y = 0.设所求的微分方程为 

y"-y,-2y=f^,又xe，是该非齐次方程的一个解，代入可得

∕(x) = (xe» - (xe*)' - 2xe* =(x + 2)e1 -(x + l)ex - 2xe" =(1-2x)ex, 
故所求微分方程为/ - V - 2y = (1 - 2x)ex .

本题也可根据条件得到要求微分方程的通解为y = C1e-χ+C2e2l+xex ,求出y, 

以及》"，再消去G和G亦可得到所求微分方程，请读者自行尝试.

|747糅a (D).

该微分方程对应齐次方程的的特征方程为r2-2r + 5 = 0,即(r-l)2=-4解之得 

彳,2=l±2f.又∕(%) = e"cos2%,且α±Q = l±2i是特征方程的根，所以设特解y*=xe" 

(acos2x+bsm2x)，代入方程并整理得

4bex cos 2% - 4αe* sin 2% = e* cos 2% ,
比较两端的系数，得0 = 0,b = " 从而原方程的一个特解为y∙=lXeχsin2x.

4 4
|莉8嘴篇(D).

该微分方程对应齐次方程的特征方程为户+4 = 0,解得心=垃t■又
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/(x) = cos% = ；+；cos2x = _/i(x)+办(X),利用微分方程解的叠加性，分别求出 

y' + 4y =:与,* + 4y = ；cos2x 的特解y；(x)与 √(x),则 ∕(x) + √(x)即为所求微分 

方程的特解.

又工(冷=；,且0不是特征方程的根，所以设特解y|*(x) = a, Λ(λ) = ^cos2x,且 

α±例= ±2i是特征方程的根，所以设特解y；=x(bcos2x + csin2x),从而原方程的待解 

形式为

y*(χ)= y1*(χ) +"(力=G +x(bC0S2x + CSi∏2%).

∣749^^¾ 歹=J cos x+' sin x +C1 cos 2x + C2 sin 2x, G 和 C?为任意常数.

该微分方程对应齐次方程的特征方程为户+4 = 0,解之得52=±2力为一对共粗复根，且 

α = 0,尸=2,故对应齐次方程的通解为F = Gcos2% + C2sin2%•又∕α) = %8S% ,且 

a土仇=±i不是特征方程的根，所以设特解y* =(ax+b)cosx + (cx + d)sinx ,从而

(y*), = (ex + α + d)cosx + (-αx-Z> + c)sinx , 

(y*)ff = (-ax-b + 2c)cosx- (ex + 2α + d)sinx , 

代入方程并整理得(3αx+3H2c)cosx + (35-2α + 3d)sinx = xcosΛr,比较两端的系数， 

得α = g,b = c = 0, d = ∣.从而原方程的fe#为y*=gcosx + }inχ.因此，原方程的 

通解为

y = y +Y =gcosx+∙∣sinx +Cl∞s2x+C2sin2x, G和C?为任意常数.

∣750∣⅛a y=Cxe + C2ex + ∣xe1 -2cosx , G 和。2 为任意常数.

该微分方程对应齐次方程的特征方程为户-1 = 0,解之得τi=l, ?2=T为两个互异实 

根，故对应齐次方程的通解为Y = Ge* + GeT.

又/(x) = e"+48sx =工Q) +人(x),利用微分方程解的叠加性，分别求出y"-y = H与 

/-y = 4cosx的特解《(X)与为*(力，则力*(x) + %*(x)即为所求微分方程的特解.

因工(x) = e*,且1是特征方程的单根，所以设特解M*Q) = 0xeL又人(x) = 4cosx,且 

α±例=±j不是特征方程的根，所以设特解y*=bcosx + csinx,从而原方程的特解形式为 

y'(χ)=κ'(χ) +j⅛∙(χ)= ©e* +bcosx+csin%,

代人原方程并整理得2(0e"-bcos4-csinx) = e"+4cosx,比较两端的系数，得a=；, 

b = -2,c=0,从而原方程的一个特解为y∙=*ex-2cos》.因此，原方程的通解为

y≈yφ + Y = G。* + C2e^x +-xex -2cosx , G 和。2 为任意常数.


